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Przedmowa

Szanowni Panstwo,

oddajemy w Panstwa rece publikacje pt. ,,Po matematyczne sukcesy. Inspiracje i wsparcie dla na-
uczycieli”, ktoéra powstata w wyniku wspoélnej inicjatywy dolnoslaskich doradcéw metodycznych i na-
uczycieli-konsultantow ds. matematyki, ktorzy postanowili potagczy¢ swoje doswiadczenie i wiedze,
aby wyj$¢ naprzeciw potrzebom srodowiska. Wspdlna praca i wymiana doswiadczen pozwolila stwo-
rzy¢ material, ktory ma na celu nie tylko wsparcie merytoryczne nauczycielek i nauczycieli matema-
tyki, ale takze inspirowanie do wdrazania nowych, efektywnych metod pracy w swojej codziennej
praktyce edukacyjne;.

Autorki i autorzy niniejszej publikacji skupili si¢ na praktycznej stronie nauczania matematyki.
Omowione przyktady, sprawdzone praktycznie, zostaty tu zamieszczone z zachowaniem réwnowagi
pomiegdzy problematyka stricte matematyczng a jej zastosowaniami w innych dziedzinach (np. w fi-
zyce). W tym miejscu nalezy si¢ Czytelnikom i Czytelniczkom pewne wyjasnienie. Otd6z wszyscy
zapewne pami¢tamy przyktadowe zadanie matematyczne nastgpujacego typu: Jan, wiostujgc na sto-
Jjacej wodzie, moze plyngc¢ swojq todzig z predkoscig 5 km na godzine. Poptyngt 8 km w dot rzeki,
a nastepnie powrocit do miejsca, z ktorego wyptyngt. Jak diugo trwata jego przejazdzka todzig, jezeli
predkos¢ prgdu rzeki wynosita 5 km na godzine? Przyktad ten, przetozony na jezyk matematyki, dla
wigkszosci ucznidow pozostanie zupehie nieinteresujgcym abstraktem. Jednakze, przy odrobinie wy-
obrazni mozna go przeksztalci¢ w zdarzenie blizsze rzeczywistosci. Mogtoby to wygladac np. tak: Jest
ranek i Jan zamierza popotudniu odby¢ przejazdzke po rzece. Moze on wyruszy¢ o godzinie 13.00, ale
musi by¢ z powrotem o godzinie 18.00. Do miejsca, do ktorego chciatby dotrzed, jest 8 km. Czy ma dos¢
czasu na takg wycieczke? Trzeba przyznac, ze teraz tres¢ zadania stata si¢ blizsza rzeczywistosci'. Jesli
chcemy, aby zadania matematyczne pobudzaty ciekawo$¢ uczniéw i uczennic, musimy zadbac o ich
urealnienie, zgodnie z pogladem Hugo Steinhausa, ktory uwazal, ze przedmiotem matematyki jest rze-
czywisto$¢ i ze matematyka jest uniwersalna, nie ma rzeczy, ktora by byla dla niej obca?. Podejsciem
tym kierowali si¢ autorzy i autorki niniejszej publikacji.

Przedstawiona publikacja zawiera osiem powigzanych ze sobg artykulow, ktorych mysla przewod-
nig jest zwigkszenie efektywnosci procesu nauczania matematyki w celu poprawy wynikow z matema-
tyki, uzyskiwanych w ostatnich latach w ramach egzaminu 6smoklasisty oraz egzaminu maturalnego.

Tres¢ wszystkich artykutéw oscyluje wokot problematyki efektywnego nauczania matematyki
w szkole, zarowno na poziomie podstawowym, jak i ponadpodstawowym.

Wiemy, ze na efektywno$¢ procesu nauczania matematyki w szkole ma wplyw wiele czynnikow,
lecz najistotniejszym czynnikiem jawi si¢ rozbudzenie checi do poznawania §wiata matematyki po-
przez ksztaltowanie umiejetnosci systematycznego zdobywania wiedzy, co staje si¢ szczegolnie istotne
na poczatkowym poziomie nauczania. Zaniedbania w tym zakresie skutkuja zniecheceniem i w efekcie
uzyskaniem niskich wynikéw egzaminu 6smoklasisty z matematyki oraz odrzuceniem w przysztosci

wszystkiego, co wigze si¢ nawet z najprostszym opisem matematycznym.

1 Przytoczony przyktad pochodzi z Robert Hooke, Douglas Shaffer, Modele matematyczne a rzeczywistosc, Wyd. PWN, Warszawa 1969, 5. 17
2 Aforyzm Hugo Steinhausa, patrz: Hugo Steinhaus, 100 zadar, Wyd. PHU, Warszawa 1993.
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Artykul Ewy Strzelczyk, Roznorodne formy pracy podczas zajec¢ szansq na rozwoj osobisty ucznia,
zawiera wskazowki, jak taczy¢ nauczanie matematyki w szkole podstawowej z gra i zabawa. Spraw-
dzona metoda gier dydaktycznych daje pozadane wyniki, przektadajace si¢ na jako$¢ ksztatcenia przy
jednoczesnej zawartosci pierwiastka zabawy. Autorka wskazuje takze na korzysci ptynace z korela-
¢ji migdzyprzedmiotowej (faczenia matematyki z innymi przedmiotami). Potaczenia takie wymagaja
wspoOlpracy pomiedzy nauczycielami i nauczycielkami. Dlugofalowe korzysci pltynace z tego typu
wspolpracy z pewnoscig rekompensuja wysitek wlozony w przygotowanie procesu dydaktycznego.

Artykut: Oswoic¢ matematyke — projekt edukacyjny o charakterze metodycznym, autorstwa zespotu
w sktadzie: Aneta Hanusiak, Pawel Kwasik, Agnieszka Niedzwiedzka, traktuje o problematyce przeta-
mania wewngtrznych oporéw, wyréwnywaniu brakow edukacyjnych, doskonaleniu zdolnosci rachun-
kowych oraz pobudzaniu kreatywnos$ci w rozwigzywaniu probleméw matematycznych u uczniow
szkoty podstawowej. Projekt adresowany jest do uczniow i uczennic klas 6smych szkoty podstawowe;.
Material tu zawarty jest pewna propozycja wspomagajacg proces nauczania matematyki i moze byc¢
z powodzeniem wykorzystany w kazdej szkole podstawowe;j.

Zniechgcenie do matematyki bierze swoj poczatek w niewlasciwej interpretacji popetnianych btedow
na wczesnym etapie nauki. Artykul Agnieszki Czerniawskiej, Blgd kluczem do nauki i rozwoju, wycho-
dzi naprzeciw tej problematyce i ukazuje pozytywne oblicze btedu. Autorka zwraca uwagg na znaczenie
btedow popelnianych przez ucznidow i uczennice w trakcie rozwigzywania zadan matematycznych oraz
zwigzang z tym reakcje nauczycielki czy nauczyciela. Blad jest przewaznie utozsamiany ze zjawiskiem
negatywnym. Stad tez opatrzony jest najczesciej przymiotnikiem ,,glupi”. Tymczasem znaczenie popel-
nianych bledow jest znacznie szersze, w tym rowniez pozytywne. Bledy popelniamy wszyscy, natomiast
nie wszyscy potrafimy je identyfikowac i naprawiaé, dlatego tak wazne jest ksztattowanie umiejetno-
sci pozytywnego wykorzystania btedu w procesie zdobywania wiedzy. W artykule znajdujemy protokot
z przyktadowego dialogu nauczycielki z uczennica, ilustrujacy problematyke btedu.

Niezmiernie wazne jest podejscie nauczycieli i nauczycielek oraz uczniow i uczennic do istoty
nauczania matematyki. Sama sucha argumentacja dorostych o potrzebie uczenia si¢ matematyki nie
jest wystarczajaco przekonywujaca z punktu widzenia dzieci i mtodziezy. Na nauczanie matematyki
nalezy spojrze¢ szerzej, o czym traktuje artykut autorstwa Matgorzaty Bienkowskiej pt. Droga do
sukcesu — skuteczne strategie przygotowania uczniow do egzaminu z matematyki. Autorka omawia
poszczegolne czynniki wptywajace na efektywnos¢ procesu przygotowania ucznidw i uczennic do
egzaminu z matematyki. Na sukces odniesiony podczas egzaminu sktada si¢ szereg czynnikdéw, po-
czawszy od zrozumienia wymagan egzaminacyjnych, a skonczywszy na radzeniu sobie ze stresem.
Jednoczesnie trzeba pamigta¢ o tym, ze nic tak nie zacheca do zglebiania wiedzy, jak zwiagzek teorii
z doswiadczeniem.

Zastosowania praktyczne stanowig istotny czynnik synergii w procesie nauczania. Dzieje si¢ tak
nie tylko w przypadku matematyki. Dzigki temu mozna moéwi¢ o interdyscyplinarnosci w metodach
nauczania. Plan obozu harcerskiego — scenariusz lekcji, artykut Marii Subik, jest dobrym przyktadem
praktycznego zastosowania podejscia interdyscyplinarnego w nauczaniu matematyki. Lekcja zostata
zaprojektowana w taki sposob, aby przy jednoczesnym pobudzeniu ciekawo$ci ucznidow i1 uczennic,
wyrobi¢ u nich umieje¢tnos¢ praktycznego przeniesienia obliczen matematycznych na efekt graficznej
wizualizacji obozu harcerskiego. Uczniowie i uczennice zauwazaja zwiazek obliczen matematycznych
z praktyka, przetwarzaja na jezyk matematyki informacje zawarte w tek$cie.

Artykul Agnieszki Ogieglo, Narzedziownik nauczyciela matematyki w klasie IV — VIII, jest prze-

wodnikiem po narzedziach TIK (Technologie Informacyjno-Komunikacyjne), wspomagajacych pra-
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c¢ nauczycielek i nauczycieli matematyki. Narzedzia TIK sg i pozostang obecne w rzeczywistosci
dydaktycznej, nabierajac coraz wigkszego znaczenia, niezaleznie od nieuchronnych zagrozen, jakie
niosg ze sobg. Pamigtajac o potencjalnych zagrozeniach, dobrze jest wiedzie¢ o mozliwosciach na-
rzedziownika dedykowanego nauczycielkom i nauczycielom matematyki, zawierajacego przydatne
1 proste w codziennym zastosowaniu aplikacje komputerowe. Technologie informacyjne w zasadniczy
sposob wspieraja rozwoj kompetencji matematycznych uczniéw i uczennic, zwigkszajac w ten sposob
efektywnos¢ nauczania matematyki.

Strategie rozwigzywania otwartych zadan z matematyki to artykut Bernarda Bazylewicza. Autor
skupia swoja uwage na przygotowaniu uczniéw i uczennic do egzaminu 6smoklasisty oraz na trudno-
Sciach, jakie sprawia im rozwigzywanie zadan otwartych z matematyki. W artykule zostaly oméwione
strategie rozwigzywania zadan otwartych na wybranych przyktadach praktycznych. Artykut zawie-
ra cenne uwagi, przydatne podczas rozwigzywania zadan matematycznych. Zamieszczone przyktady
majg rowniez podloze praktyczne.

Niniejsza publikacje zamyka artykut Henryka Spustka, Matematyka — rados¢ tworzenia i odkry-
wania. Kilka raczej ciekawych przyktadow. Istota problemu poruszanego w artykule jest pokazanie
matematyki jako przedmiotu realizowanego w szkole w dwoch aspektach: utylitarnym — wskazujagcym
na bardzo szerokie zastosowania narzgdzi matematycznych, oraz inspirujagcym — wzbudzajacym da-
zenie do zaspokojenia potrzeb intelektualnych: ciekawosci, odkrywczo$ci, umiejetnosci sprawnego
rozwigzywania problemow. W artykule zamieszczono dziesi¢¢ przyktadow, ktore zostaty catkowicie
rozwigzane. Dwa przyktady dotycza bezposrednio problemow praktycznych. W czterech przyktadach
pokazano, jak w niebanalny sposéb mozna wykorzysta¢ umiejetnosci matematyczne do sprawnego
rozwigzywania problemow z zakresu fizyki. Szes¢ przyktadow stanowig rozwazania czysto matema-
tyczne. Czg$¢ z nich jednak jest nastepnie wykorzystywana do rozwigzania praktycznych problemow
z zakresu fizyki. Stopien trudnosci prezentowanych przyktadow jest réznorodny — od poziomu szkoty
podstawowej, przez zagadnienia typowe dla szkoty ponadpodstawowej, az do zagadnien wykraczaja-
cych poza podstawe¢ programowa szkoty ponadpodstawowej, ale bedacych w zasiggu percepcji uzdol-
nionych matematycznie ucznidow i uczennic na tym poziomie ksztatcenia. Rozwigzania problemow sa
opisane przystepnym jezykiem i opatrzone rysunkami, pozwalajacymi w petni zrozumie¢ prezentowa-

ne rozumowanie.

Serdecznie Panstwa zachecam do szczegolowego zapoznania sie z trescig poszczegolnych artyku-
tow, majgc jednoczesnie nadzieje, ze przedstawiony tu materiat zainspiruje Panstwa do wprowadzania
nowych rozwigzan metodycznych w swojej codziennej pracy.

dr Katarzyna Pawlak-Weiss

Dyrektor
Dolnoslaskiego Osrodka Doskonalenia Nauczycieli we Wroctawiu
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Autorka:

P o Dglnoélaski
Matgorzata Biertkowska, nauczyciel-konsultant NP ¥ B ettt
Dolnoslaski O<rodek Doskonalenia Nauczycieli we Wroctawiu DODN Wi

Droga do sukcesu - skuteczne strategie przygotowania
uczniow do egzaminu z matematyki

Egzamin z matematyki to dla wielu ucznidow jedno z najwigkszych wyzwan edukacyjnych. Jednak
warto pamigta¢, ze matematyka to nie tylko przedmiot szkolny, ale umiejetnosc, ktora wykorzystu-
jemy na co dzien. Matematyczne myslenie towarzyszy nam w wielu aspektach zycia — od obliczen
zwigzanych z budzetem domowym, poprzez pomiar odlegtosci w podrdzy, az po logiczne podejmo-
wanie decyzji. Dlatego nauka matematyki nie powinna by¢ traktowana tylko jako przygotowanie do
egzaminu, ale takze jako inwestycja w rozwoj umiejetnosci, ktore maja praktyczne zastosowanie w co-
dziennych sytuacjach.

Przy odpowiednim podejsciu, systematycznosci i zastosowaniu sprawdzonych metod nauki, przy-
gotowanie do egzaminu moze stac¢ si¢ bardziej efektywne 1 mniej stresujagce. Matematyka, cho¢ bywa
trudna, jest przedmiotem, ktory wymaga nie tylko znajomosci teorii, ale i umiejetnosci rozwigzywania
réznorodnych problemow i zastosowania wiedzy praktycznej wynikajacej z codziennych wyzwan.

Aby przygotowanie do egzaminu z matematyki byto skuteczne, nalezy zwroci¢ uwage na kil-
ka kluczowych aspektow. Po pierwsze, wazne jest zrozumienie wymagan egzaminacyjnych
1 koncentracja na najistotniejszych zagadnieniach. Planowanie nauki ma tu ogromne znaczenie
— rozlozenie materiatlu na mniejsze czes$ci i wyznaczenie regularnych celow pozwala unikng¢ pre-
sji 1 efektywnie przyswaja¢ wiedzg. Skuteczne metody nauki, takie jak rozwigzywanie zadan, praca
z arkuszami egzaminacyjnymi z lat ubieglych, jak rowniez stosowanie roznych narz¢dzi, pomagaja
w utrwaleniu materialu i zwigkszajg pewnos$¢ siebie ucznia. Wazne jest takze, aby uczniowie pamigtali
o systematycznos$ci, ktora pozwala na efektywne przyswajanie wiedzy. Motywacja, zarowno ta we-
wnetrzna, jak i zewnetrzna, stanowi fundament skutecznego przygotowania do egzaminu. Istotng rolg
odgrywaja rowniez nauczyciele, ktorzy wspierajg uczniow w trakcie nauki. Na koniec, nie zapominaj-
my o aspekcie psychologicznym — stres przed egzaminem jest naturalnym zjawiskiem, ale odpowied-
nie przygotowanie mentalne moze pomoéc uczniom w lepszym radzeniu sobie z nim w dniu egzaminu.

Przejdzmy teraz do omowienia kazdego z tych kluczowych elementow, ktére maja wptyw na efek-

tywne przygotowanie do egzaminu.

Zrozumienie wymagan egzaminu

Podczas egzaminacyjnych przygotowan niezwykle wazne jest uporzagdkowanie wiedzy na temat
wymagan egzaminacyjnych. Pomogg nam w tym materiaty zamieszczone na stronie Centralnej Komi-
sji Egzaminacyjnej', na ktorej znajdziemy podstawe programowg ksztalcenia ogdlnego, informatory,
archiwalne arkusze egzaminacyjne oraz inne materiaty dodatkowe.

Konieczna jest analiza struktury egzaminu — wyjasnienie, jak wyglada egzamin z matematyki, z ja-
kich czgsci si¢ sktada oraz jakie wymagania sg zawarte w poszczego6lnych czeséciach.

Informatory CKE dotyczace egzamindw zewnetrznych, tj. egzaminu dsmoklasisty i egzaminu ma-
turalnego, zawieraja informacje o zadaniach egzaminacyjnych i sposobie ich rozwiazywania. Przykta-

" (entralna Komisja Egzaminacyjna - Egzamin Gsmoklasisty, hitps://cke gov pl/egzamin-osmoklasisty/ [dostep: 15.01.2025]
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dowe zadania egzaminacyjne wraz z rozwigzaniami opatrzone sg opisami wymagan ogolnych i wyma-
gan szczegolowych zawartych w podstawie programowej ksztatcenia ogolnego z matematyki. Podana
jest rowniez informacja na temat zasad oceniania.

Analiza zadan zamknigtych umozliwia uczniom wypracowanie odpowiednich strategii utatwiaja-
cych ich rozwigzywanie. Warto doda¢, ze rozwigzujac zadania zamknigte, najbardziej przydatne oka-
Zujg sie:

e strategia eliminacji, ktora polega na tym, ze odrzucamy odpowiedzi, ktére nie spetniajg wa-
runkow zadania, zaczynajac od najbardziej odbiegajacych od tych warunkow,

e strategia sprawdzania warunkow, czyli sprawdzamy warunki zadania dla kolejnych odpowie-
dzi podanych w podpunktach.

Podczas nauki matematyki niezwykle wazne jest wskazywanie uczniom na réznorodno$¢ podejs¢
do poszczegolnych zadan — od podstawowych po bardziej ztozone — oraz organizacja swojej pracy.
Takie podejscie pozwala na rozwijanie umiej¢tnosci myslenia analitycznego i my$lenia krytycznego,
a ponadto uczy tworzenia strategii rozwigzywania problemow.

Przeglad zadan zawartych w Informatorze® oraz zadan zamieszczonych w archiwalnych arkuszach
egzaminacyjnych utatwia omowienie typowych zagadnien matematycznych oraz zauwazenie najczg-
sciej pojawiajagcych sie tematow.

Zachecam takze do heurystycznego podejscia w uczeniu matematyki. Heurystyka stara si¢ zrozu-
mie¢ zachowanie cztowieka stojacego wobec jakiego$ zadania, w tym przypadku jest to oczywiscie
zrozumienie procesu rozwigzywania zadan, w szczego6lnosci operacji myslowych oraz ich wptywu na
nauczanie. George Polya — amerykanski matematyk i dydaktyk matematyki, tworca nowoczesnej heu-
rystyki — stwierdza, ze: ,,Zadanie matematyczne moze by¢ taka rozrywka jak krzyzéwka i moze sma-
kowa¢ jak ciastko z malinami”(Pdlya, 2012, s. 5-6). Trzeba tylko przekona¢ o tym swoich uczniéw!
Podstawa heurystyki w dydaktyce matematyki jest doswiadczenie w rozwiazywaniu zadan i obser-
wowaniu innych ludzi rozwigzujacych zadania oraz wyszukiwanie wspolnych cech sposoboéw trak-
towania zadan, niezaleznie od rodzaju i tematyki. Dzigki wnioskom z dokonywanych wieloletnich
obserwacji nauczycielowi tatwiej jest znalez¢ srodki wspierajgce i motywujace uczniow.

Systematyczne uczenie si¢ i planowanie nauki

Umiejetnos¢ uczenia si¢ danego przedmiotu to jedna z podstawowych umiejetnosci, z ktora uczen
powinien ukonczy¢ szkotg. Jest to rowniez wazny obowigzek nauczyciela. Tworzenie planéw nauki,
strategie uczenia si¢ uwzgledniajace styl poznawczy ucznia oraz utatwiajgce zapamietywanie i zrozu-
mienie materiatu to elementy procesu dydaktycznego.

W przygotowaniach egzaminacyjnych nieodzowna jest pomoc nauczyciela w opracowaniu indy-
widualnych planéw nauki, ktore uwzgledniaja czas pozostaty do egzaminu, priorytety w nauce i kon-
kretne cele. Podzial materiatu na mniejsze czeséci ulatwia ich skuteczne przyswajanie, np. nauka kon-
kretnego zagadnienia w ciaggu tygodnia, a nast¢pnie powtdrzenie. Wazna jest takze regularno$¢ nauki.
Indywidualny plan nauki powinien by¢ skorelowany z powtorkami w klasie i1 utatwia¢ uczniowi sa-
modzielng nauke.

Praktyka jest kluczem do zapamigtania i zrozumienia poje¢ matematycznych. Rozwigzywanie za-
dan o réznym stopniu trudnosci pomaga utrwali¢ wiedzg i identyfikowac luki w zrozumieniu materiatu.

Korzystanie z arkuszy egzaminacyjnych z lat ubieglych lub probnych testoéw to doskonaty sposob

na poznanie struktury egzaminu i typowych zadan.

*(entralna Komisja Egzaminacyjna, informator o egzaminie dsmoklasisty z matematyki od roku szkolnego 2024/2025, hitp:/cke gov.pl/images/ EGZAMIN OSMOKLASISTY/Informatory/2024/standard/
Informator £8 matematyka 2025 P1.pdf [dostep: 1501.205]
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Analiza wlasnych btedow pomaga w nauce. Wazne jest, by po rozwigzaniu zadania doktadnie prze-
analizowac, co poszto nie tak i jakie zasady nalezy poprawic.

W powtorkach moze pomoéce Zintegrowana Platforma Edukacyjna, oferujaca bogate zasoby edu-
kacyjne 1 dajaca ogromne mozliwosci tworzenia nie tylko materialow, ale tez zorganizowania sperso-
nalizowanych $ciezek nauki czy profesjonalnych kurséw przygotowawczych do egzamindéw, a nawet
forum dyskusyjnego.

Nauczyciel moze wspomaga¢ uczniow poprzez przedstawianie im stron internetowych 1 aplikacji, ktore

wspieraja nauke matematyki — matematyczne gry dydaktyczne, aplety, symulatory, materiaty wideo.

Techniki pami¢ciowe i skojarzeniowe

Wykorzystanie technik pamigciowych utatwi uczniom zapamigtanie wzordw, twierdzen czy al-
gorytmoéw. Mnemotechniki takie jak: akronimy, rymowanki, obrazy mentalne czy skojarzenia war-
to stosowac nie tylko podczas przygotowania do egzamindéw. Uczniowie lubig je jako przerywniki
w czasie lekcji, podobnie jak stosowanie map mysli jako narzedzi do organizowania wiedzy i taczenia
réznych poje¢ matematycznych. Budowanie potaczen migdzy zagadnieniami oraz odniesienie ich do
zycia codziennego i zastosowania wiedzy w praktyce jest niezwykle wazne w procesie edukacyjnym.
Techniki skojarzeniowe wspieraja tez ksztalttowanie myslenia krytycznego.

Motywacja i radzenie sobie z trudnosciami

Wzmacnianie pozytywnego podejscia do nauki matematyki, uczenie jak pokonywac trudnosci, jak
sobie radzi¢ z lgkiem przed egzaminem i utrzymaniem motywacji, wesprg techniki motywacyjne. Na-
uczyciel odgrywa kluczowg role w budowaniu pewnosci siebie u uczniow poprzez zachecanie ich do
wiary w swoje umiejetnosci, pokazanie im, ze matematyka to umiejetnosc¢, ktorag mozna rozwijac przez
regularne ¢wiczenia i zaangazowanie.

Niezwykle istotna jest umiejetno$¢ zarzadzania stresem. Pomocne w redukeji stresu zwigza-
nego z naukg i egzaminem mogg si¢ okaza¢ techniki relaksacyjne np. glebokie oddychanie czy
medytacja.

Przeprowadzanie probnych egzaminow i analiza bledow

Regularne symulowanie warunkéw egzaminu nie tylko wzmacnia powtérzenie materiatu, ale tez
uczy zarzadzania czasem oraz pozwala przezy¢ sytuacj¢ stresujaca w sposob kontrolowany. Dodatko-
wo szczegOlowa analiza btedow to szansa na lepsze zapamigtanie i uniknigcie tych samych btgdow
w przysztosci.

Powtorki

Powtorki z matematyki to kluczowy element skutecznego przygotowania si¢ do egzaminu lub testu.
Odpowiednia metoda powtorki pomaga nie tylko w przyswajaniu materiatu, ale rowniez w utrwalaniu
wiedzy i rozwigzywaniu problemoéw w sposob efektywny. Oto kilka dobrych praktyk:

1) Stworzenie klasowego badZz szkolnego zbioru zadah egzaminacyjnych, utoZzonych przez
ucznidow na podstawie zadan z podre¢cznikow, archiwalnych arkuszy egzaminacyjnych oraz
Informatora CKE.

2) Utworzenie forum dyskusyjnego — klasowego badz szkolnego — na Zintegrowanej Platformie
Edukacyjnej, na ktorym uczniowie beda mogli dzieli¢ si¢ swoimi trudno$ciami i wspdlnie roz-
wigzywa¢ problemy. Uczestniczenie w grupach dyskusyjnych matematycznych (w szkole, on-
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3)

4)

3)

6)

7)

8)

9)

line, na forach) i wymiana pomystow z innymi uczniami moze pomoc w rozwigzaniu trudnych
problemow oraz zrozumieniu réznych podej$¢ do rozwiazywania zadan.

Utworzenie zasobu tzw. parkingu dla zadan trudnych — w tym miejscu uczniowie mogliby
wskazywac¢ zadania, ktore wymagaja ponownego wytlumaczenia.

Opracowanie przez uczniow ,,Kompendium wiedzy” w postaci np. tablicy wspottworzonej,
na ktorej systematycznie mogliby umieszcza¢ zagadnienia do powtorek. Dobre rezultaty daje
takze opracowanie lapbookow.

Przygotowanie catorocznego kursu powtorkowego przed egzaminem na Zintegrowanej Plat-
formie Edukacyjnej, ktéry umozliwilby uczniom samodzielne przygotowanie do egzaminu.
Moglby by¢ realizowany metodg planu daltonskiego. Organizacja kursu na ZPE pozwala na
ustawienie automatycznej samokontroli poprawnos$ci wykonania zadan.

Organizacja wykladow tematycznych online, np. na MS Teams, wedtug rozdzialéw z podsta-
wy programowej w celu utrwalenia wiadomosci. W okreslonym terminie nauczyciel prowadzi
wyktad podsumowujacy caly rozdzial, w duzych szkotach nauczyciele moga si¢ podzieli¢ za-
gadnieniami. Aktywno$¢ ucznia ogranicza si¢ do stuchania i patrzenia z mozliwos$cig zadania
pytania po wyktadzie lub w jego trakcie na czacie.

Opracowanie przez uczniow fiszek (flashcards). Stosowanie kart z pytaniami i odpowiedziami
jest swietnym sposobem na powtdrzenie definicji, wzoréw oraz pojg¢ matematycznych. Przy-
gotowane wczesniej wspolnie karty uczniowie moga wykorzystywacé do powtorek — losowaé
1 W ten sposob szybciej zapamieta¢ kluczowe informacje.

Wizualizacja matematyki poprzez rysowanie i modelowanie problemow. Czgsto matematyka
staje si¢ tatwiejsza do zrozumienia, gdy ,,zobaczymy” problem. Rysowanie diagramow, przed-
stawienie zadania w formie graficznej pomaga w lepszym uchwyceniu zaleznosci i rozwigza-
niu problemu.

Konsultacje z nauczycielem. Cze¢ste rozmowy uczniéw z nauczycielem o napotkanych trudno-
sciach 1 niejasno$ciach sg bardzo wazne. Uczniowie moga prosi¢ o wyjasnienie trudniejszych

zagadnien lub zapyta¢ o rozne techniki rozwigzywania zadan.

Przedstawione sposoby powtorek pomagaja w systematycznym przyswajaniu wiedzy z matematyki

oraz umozliwiajg skuteczne przygotowanie si¢ do egzaminow. Wazne jest, by dobra¢ metode, ktora bedzie

najlepiej odpowiadata indywidualnym potrzebom ucznia, a takze regularnie ¢wiczy¢ i powtarza¢ materiat,

aby nie zapomnie¢ zdobytej wiedzy.

Metody pracy na lekcjach
Na lekcjach matematyki mozna zastosowa¢ rézne metody pracy, ktore sprzyjaja skutecznym powtor-

kom i utrwalaniu materiatu. Wazne jest, aby uczniowie aktywnie uczestniczyli w procesie nauki, angazujac

sie¢ w rozwigzywanie zadan, dyskusje i wspotprace. Oto kilka metod pracy, ktore moga by¢ szczegdlnie

skuteczne podczas powtorek z matematyki:

1))
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Praca w grupach

— Wspolne rozwigzywanie zadan: Uczniowie mogg pracowa¢ w matych grupach nad roz-
wigzywaniem zadan matematycznych. To nie tylko rozwija umieje¢tnosci matematyczne,
ale takze uczy wspotpracy, dzielenia si¢ pomystami i rozwigzywania problemow.

— Wymiana pomystoéw i1 dyskusje: W grupach uczniowie moga omawia¢ rozwigzania, wy-
jasnia¢ sobie nawzajem trudne zagadnienia i sprawdza¢ poprawnos$¢ swoich odpowiedzi.
Dzigki temu utrwalajg materiat i uczg si¢, jak wyjasnia¢ i argumentowaé swoje rozwia-
zania.



2)

3)

4)

3)

6)

7)

8)

Burza mézgow

— Aktywne generowanie pomystow: Burza mozgéw to metoda, ktora sprzyja kreatywnosci
1 szybkiemu mysleniu. Nauczyciel moze zaprezentowac¢ trudne zagadnienie matematycz-
ne, a uczniowie w grupach proponuja rozwigzania lub pomysty na podejscie do problemu.

— Rozwigzywanie zadan w réznych wariantach: Po wspdlnej dyskusji, uczniowie moga
podja¢ probe rozwigzania zadania w réznych wariantach, np. stosujac rézne metody
1 strategie matematyczne.

Metoda ,,Pomys$] — Paruj — Podziel si¢” (Think-Pair-Share)

— Indywidualne myslenie: Uczniowie najpierw indywidualnie zastanawiajg si¢ nad rozwig-
zaniem problemu matematycznego.

— Wspolna praca w parach: Nastgpnie, w parach, omawiaja swoje pomysty, sprawdzaja, czy
moga poprawic¢ swoje rozwigzania.

— Prezentacja wynikow: Na koncu kazda para dzieli si¢ swoimi rozwigzaniami z resztg kla-
sy, co daje mozliwo$¢ omdwienia roznych sposobow podejscia do problemu.

Rozwigzywanie zadan problemowych

— Zadania otwarte i problemowe: Uczniowie mogg pracowa¢ nad zadaniami, ktoére wyma-
gaja dlugoterminowego rozwiazywania, takich jak zadania projektowe lub problemowe.
Dzieki nim uczniowie uczg si¢ stosowac teori¢ w praktyce.

— Zastosowanie matematyki w zyciu codziennym: Zadania mogg by¢ powigzane z sytuacja-
mi z zycia codziennego (obliczenia zwigzane z finansami, podrdzami, architekturg itp.),
co pozwala uczniom zrozumie¢ praktyczng strong matematyki.

Metoda ,,Jigsaw” (Uktadanka)

— Podzial materiatu na sekcje: Nauczyciel dzieli material na mniejsze czgsci i przypisuje je
ré6znym uczniom lub grupom. Kazdy z uczniéw uczy si¢ jednego fragmentu tematu.

— Prezentacja wynikéw: Po opracowaniu wlasnej czgsci uczniowie spotykaja si¢ w nowych
grupach, gdzie dzielg si¢ wiedzg i1 prezentujg rozwigzania pozostatym cztonkom grupy.
Taka metoda uczy samodzielno$ci, odpowiedzialnosci za swoja czgs¢ materiatu oraz
umiejetnosci wspotpracy.

Quizy i gry matematyczne

— Interaktywne quizy: Krotkie quizy to doskonaly sposdb na powtorzenie materiatu.
Uczniowie mogg bra¢ udziat w quizach na tablicy interaktywnej lub z wykorzystaniem
aplikacji mobilnych np. Kahoot!.

— Gry matematyczne: Gry, w ktorych uczniowie musza stosowac zasady matematyczne,
pomagaja utrwali¢ wiedze¢ w przyjemny sposob. Przyklady stanowia: gry planszowe,
aplikacje edukacyjne czy tez tamigtoéwki matematyczne.

Tworzenie prezentacji lub plakatow

— Praca nad prezentacjami: Uczniowie moga przygotowac prezentacje multimedialne lub
plakaty na okre$lony temat matematyczny. Tego typu prace rozwijaja umiej¢tnosci anali-
tyczne, porzadkowania wiedzy i kreatywnosci.

— Prezentowanie wynikow: Prezentacja przed klasg pozwala na utrwalenie wiedzy, dziele-
nie si¢ pomystami i wspolng analize tematow.

Metoda odwréconej klasy (Flipped Classroom)

— Nauka w domu, praca w klasie: W tej metodzie uczniowie najpierw zapoznajg si¢ z mate-

riatem (np. poprzez obejrzenie filmikow edukacyjnych, przeczytanie materiatlow online),

a na lekcji wykonuja ¢wiczenia praktyczne, rozwigzujg zadania i omawiajg problemy.
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— Wspolna analiza: Nauczyciel staje si¢ przewodnikiem, ktéry pomaga rozwigzywac pro-
blemy napotkane przez uczniéw podczas pracy w klasie. Dzigki temu uczniowie spgdzaja
czas w szkole na aktywnej nauce.

9) Zajgcia z wykorzystaniem technologii

— Interaktywne narzedzia online: Uzywanie narzedzi takich jak GeoGebra, WolframAlpha
czy tez aplikacji do nauki matematyki pozwala uczniom na prace z matematycznymi za-
gadnieniami w sposéb wizualny i interaktywny.

— Zajecia w formie gier komputerowych: Istniejg gry edukacyjne, ktore rozwijaja umiejet-
no$ci matematyczne, umozliwiajac uczniom nauke poprzez zabawe.

10) Metoda World Cafe i uczenie innych (metoda Feynman’a)

— Wytlumaczenie materiatu innym: Jednym z najlepszych sposobow na utrwalenie wiedzy
jest préba wytlumaczenia materialu innym osobom, np. kolegom lub cztonkom rodziny.
Jezeli potrafisz w prosty sposob wyjasni¢ trudne zagadnienie matematyczne, oznacza to,
ze naprawdg je rozumiesz.

— Prosta, zrozumiata narracja: Skupienie si¢ na tym, by wytlumaczy¢ temat w sposob jak
najbardziej zrozumiaty dla innych, zmusza do zrozumienia wszystkich detali i elementow
danego zagadnienia.

Dzigki réznorodnym metodom powtorek uczniowie nie tylko przyswajaja wiedze, ale rowniez ucza
si¢ wspolpracy, samodzielnosci i odpowiedzialnosci za swojg nauke. Te metody pracy na lekcji sg
skuteczne, poniewaz angazuja uczniow w proces nauki, rozwijajg ich zdolnosci krytycznego myslenia

oraz umozliwiajg praktyczne stosowanie matematyki w réznych kontekstach.

Radzenie sobie ze stresem przed egzaminem

Nauczyciele powinni by¢ wsparciem dla uczniow na kazdym etapie przygotowan, wskazujac kie-
runki pracy, udzielajac pomocy w trudnych kwestiach oraz motywujac do regularnej nauki. Dzieci
uczgce si¢ w odpowiedniej atmosferze rodzinnej, w ktorej rodzice aktywnie wspierajg ich nauke, maja
wigkszg szanse¢ na sukces. Rodzice moga pomoc uczniom w organizacji nauki, monitorowaniu poste-
pOw oraz radzeniu sobie ze stresem.

Jednym z najlepszych sposobéw na zminimalizowanie stresu jest odpowiednie przygotowanie si¢
do egzaminu®. Stres najczesciej wynika z obawy przed nieznajomoscig materiatu. Sporzadzenie har-
monogramu nauki i podzielenie materiatu na mniejsze, tatwiejsze do przyswojenia czesci sprawia, ze
nauka staje si¢ bardziej efektywna. Rozwigzywanie testow i zadan z poprzednich lat w warunkach
zblizonych do rzeczywistych pomoze oswoic si¢ z egzaminacyjnym stresem i poprawi czas rozwigza-
nia zadan. Poziom stresu obniza takze pozytywne myslenie i wizualizacja, a takze akceptacja stresu.
Zrozumienie, ze stres moze by¢ mobilizujacy, a nie wylacznie negatywny, pozwala lepiej go kontrolo-
wac. Wazne jest, by uczniowie wierzyli w swoje mozliwosci. Pozytywne nastawienie i wiara w siebie,
cho¢ moze wydawac si¢ niepozorne, majg ogromny wptyw na ostateczny wynik egzaminu.

Warto stosowac proste techniki oddechowe i relaksacyjne®.

Proste ¢wiczenie oddechowe:

Skupienie si¢ na glgbokim, spokojnym oddechu pomaga zmniejszy¢ napiecie i stres. Mozna spro-
bowac ¢wiczenia ,,4-7-8”: wdech przez nos na 4 sekundy, wstrzymanie oddechu na 7 sekund i wydech
przez usta na 8 sekund. Cwiczenie nalezy powtérzyé kilka razy, aby uspokoi¢ umyst.

* (entralna Komisja Egzaminacyjna, Jak raczic sobie ze stresem eqzaminacyjnym? Zalecenia dila dsmokfasistdw, https//oke jaworzno pl/www3/wp-content/uploads/eo/materialy/2022/20200425 E8 Jak
radzic_sobie_ze stresem egzaminacyjnym.pdf [dostep: 15.01.2025]

* UNICEF Polska, Cwiczenie relaksacyjne i oddechowe dla dziecii mtodziezy, https. /unicef pl/content/download 46157/ file/%(A%86wiczenie%0relaksacyjneSs 01%200ddechowe pdf [dostep: 15.01.2025]
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Relaksacja mie$ni:

Prosta technika polega na napinaniu i rozluznianiu poszczegdlnych grup migsniowych, zaczynajac
od stop 1 stopniowo przechodzac w gorg ciala. Tego typu ¢wiczenia pomagaja roztadowaé napigcie
w ciele 1 poprawi¢ samopoczucie.

Niezwykle istotna jest odpowiednia dieta i sen. Nalezy unika¢ kofeiny, cukru, napojow energe-
tycznych. Kofeina i duza ilo$¢ cukru moga nasila¢ uczucie niepokoju i rozdraznienia. Dieta bogata
w biatko, warzywa i owoce pomoze utrzymac energi¢ i koncentracje. Zalecany jest lekki positek przed
egzaminem i unikanie ci¢zkostrawnych potraw, ktore moga sprawi¢ poczucie ospatosci.

Odpowiednia ilo$¢ snu (7-9 godzin) przed egzaminem jest kluczowa. Sen pozwala na regeneracje
umystu i poprawia zdolno$ci poznawcze. Brak snu pogarsza koncentracj¢ i pamig¢.

Cwiczenia fizyczne, takie jak spacer, joga, jazda na rowerze, pomagaja w redukcji stresu. Aktywnosé
fizyczna zwigksza produkcje endorfin, hormondéw odpowiedzialnych za poprawe nastroju. Zamiast
ciaglego siedzenia nad ksigzkami, warto co jaki$ czas wstac¢, rozciagna¢ sig, zrobi¢ kilka przysiadow
czy po prostu pojs¢ na krotki spacer. Taki reset pomaga w odzyskaniu energii i poprawie koncentracji.
Odpowiednia rownowaga migdzy nauka a odpoczynkiem pozwala uniknag¢ wypalenia. Wazne jest,
aby uczniowie regularnie odpoczywali, dbali o higien¢ snu, a takze angazowali si¢ w inne aktywnosci,
ktére pozwolg im si¢ zrelaksowac.

Jesli stres przed egzaminem staje si¢ zbyt duzy i trudny do opanowania, warto skonsultowac si¢
z psychologiem lub terapeuta. Techniki terapeutyczne, takie jak terapia poznawczo-behawioralna,
moga pomoc w lepszym radzeniu sobie z Iekiem egzaminacyjnym.

Stres przed egzaminem jest czym$ naturalnym, ale dzigki odpowiednim technikom mozna go
kontrolowa¢ i zmniejszac jego negatywny wptyw. Kluczem jest odpowiednie przygotowanie, dbanie

o zdrowie psychiczne i fizyczne oraz zachowanie pozytywnego nastawienia.

Zakonczenie

Skuteczne przygotowanie ucznidow do egzaminu z matematyki to proces, ktory wymaga od nauczy-
cieli, uczniéw oraz rodzicow duzego zaangazowania, cierpliwosci 1 systematycznosci. Kluczowym
elementem tego procesu jest stworzenie dobrze zaplanowanej i konsekwentnie realizowanej strategii,
ktéra nie tylko umozliwi osiggnigcie wysokich wynikdw na egzaminie, ale takze pomoze uczniom
w budowaniu pewno$ci siebie w matematyce, co przyniesie im korzysci nie tylko w trakcie nauki, ale
takze w pdzniejszym zyciu.

1) Planowanie — fundament sukcesu

Skuteczne przygotowanie do egzaminu z matematyki zaczyna si¢ od doktadnego planu, ktory
uwzglednia zardwno zakres materiatu, jak i tempo nauki. Planowanie to nie tylko kwestia rozpisa-
nia dat, ale takze ustalenia celow krotko- 1 dlugoterminowych. W planie nauki uczniowie powinni
uwzgledni¢ wszystkie kluczowe zagadnienia matematyczne, ktére musza opanowac, a takze rozdzieli¢
material na mniejsze czgsci, co pozwala uniknaé¢ poczucia przyttoczenia. Dobrze zaplanowane przygo-
towanie to takze regularne przeglady postepéw — codziennie lub co kilka dni uczniowie powinni oce-
nia¢, co udato im si¢ opanowac, a ktore obszary wymagaja jeszcze pracy. Dzigki temu unikajg uczucia
niepewnosci i moga skupi¢ si¢ na najtrudniejszych zagadnieniach. Systematyczne planowanie i $ciste
trzymanie si¢ harmonogramu zapewnia, ze nie bedzie op6znien, a uczniowie beda mieli wystarczajaco
duzo czasu na powtorki i rozwigzywanie trudniejszych zadan.

2) Konsekwencja — klucz do sukcesu

Bez konsekwencji nawet najlepiej zaplanowana strategia nie przyniesie pozadanych rezultatow.

strona 15



Regularno$¢ i systematyczno$¢ w nauce to elementy, ktore majg kluczowe znaczenie dla efektywnosci
przygotowan. Kazdego dnia, nawet jesli wydaje sie, ze zadania sa fatwe, uczniowie powinni poswiecic¢
czas na nauke¢ matematyki, aby utrzymywac ciggltos¢ przyswajania wiedzy. To wiasnie konsekwencja
w rozwigzywaniu zadan, przyswajaniu teorii i systematycznym powtarzaniu materialu pozwala na
glebsze zrozumienie matematyki, zamiast powierzchownego zapamigtywania wzorow i regul. Czeste
powtarzanie i stosowanie wiedzy w roznych kontekstach sprawiaja, ze staje si¢ ona bardziej zrozumia-
fa 1 latwiejsza do zapamigtania. Konsekwentne podejscie do nauki pomaga réwniez w uniknigciu stre-
su zwigzanego z nadchodzacym egzaminem — kiedy uczniowie wiedza, ze regularnie pracuja i widza
postepy, czuja si¢ pewnie;j.

3) Zaangazowanie — kluczowy element w budowaniu pewnosci siebie

Zaangazowanie ucznidow w nauk¢ matematyki jest rownie istotne jak planowanie i konsekwencja.
Kiedy uczniowie aktywnie angazuja si¢ w nauke, sg bardziej sktonni do samodzielnego szukania od-
powiedzi na trudniejsze pytania, zadawania pytan nauczycielom i wytrwatego dazenia do rozwigzania
problemow. Wazne jest, by uczniowie poczuli, ze matematyka to nie tylko zbior regul i wzorow, ale
takze dziedzina, ktora rozwija ich umiejetnosci logicznego myslenia, analizowania probleméw 1 po-
szukiwania rozwigzan. Angazowanie si¢ w nauke¢ matematyki to takze otwarto$¢ na r6zne metody roz-
wigzywania zadan, eksplorowanie réznych zrodetl wiedzy i wspotpraca z innymi uczniami. Wspoélna
praca w grupach moze pomdc uczniom zrozumie¢, ze matematyka to nie tylko indywidualna walka,
ale takze dziedzina, w ktorej warto dzieli¢ si¢ pomystami i wspolnie dazy¢ do rozwigzania problemow.
To wiasnie zaangazowanie, zarowno w nauke, jak i w aktywnosci pozalekcyjne, takie jak matema-
tyczne konkursy czy dodatkowe zajecia, moze przyczynic¢ si¢ do wigkszej motywacji i checi do nauki.

4) Pewnos¢ siebie — efekt dlugofalowy

Ostatecznym celem skutecznego przygotowania uczniéw do egzaminu z matematyki jest nie tylko
uzyskanie wysokiego wyniku na tescie, ale takze zbudowanie pewnosci siebie w obcowaniu z mate-
matyka. Uczniowie, ktorzy podejda do egzaminu z poczuciem, ze dobrze znaja material i ze potrafia
poradzi¢ sobie z zadaniami, bedg w stanie lepiej zarzadzaé stresem i skupieniem w trakcie egzaminu.
Budowanie pewnosci siebie to proces, ktory zachodzi stopniowo i jest efektem systematycznej pracy —
rozwigzywania zadan, radzenia sobie z trudnosciami i regularnego monitorowania postepow. Im wie-
cej uczniowie osiggaja sukcesoéw, tym bardziej wierza w swoje umiejetnosci, co przeklada si¢ na ich
dalszy rozwdj w matematyce oraz innych dziedzinach. Wzrost pewnosci siebie ucznidéw ma réwniez
dlugofalowe korzysci — mtodzi ludzie, ktorzy czuja si¢ pewni swoich umiejetnosci matematycznych,
sa bardziej otwarci na nauk¢ innych przedmiotéw $cistych i chetniej podejma wyzwania zwigzane
z nauka w przysztosci.

5) Matematyka to umiejetno$¢ zyciowa!

Skuteczne przygotowanie do egzaminu z matematyki nie konczy si¢ na samej ocenie czy tez wyni-
kach testu. Matematyka to nie tylko zestaw zasad i wzorow, ale takze umiejetnos$¢ rozwigzywania pro-
blemow, logicznego myslenia i podejmowania decyzji. Dzigki dobrze zaplanowanej, konsekwentne;j
nauce uczniowie uczg sie, jak radzi¢ sobie z trudnymi zadaniami, jak stosowa¢ wypracowane metody
w roéznych sytuacjach, a takze jak systematycznie dazy¢ do celu. Te umiej¢tnosci, ktore sa niezbgdne
W matematyce, moga zosta¢ przeniesione na inne aspekty zycia, takie jak rozwigzywanie problemow
zawodowych, organizowanie pracy, podejmowanie decyzji. Matematyka staje si¢ wowczas nie tylko
przedmiotem szkolnym, ale i narzgdziem, ktdére pomaga uczniom w rozwoju osobistym i zawodowym
przez cate zycie.
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Podsumowanie

W artykule omowitam kluczowe strategie skutecznego przygotowania uczniow do egzaminu z ma-
tematyki, zwracajac uwage na réznorodne aspekty procesu nauczania i uczenia si¢. Sukces w nauce
matematyki zalezy nie tylko od systematycznego przyswajania wiedzy, ale takze od odpowiedniego
podejécia do rozwigzywania problemow, zarzadzania czasem oraz budowania motywacji.

Waznym elementem jest indywidualizacja nauczania, ktora uwzglednia potrzeby i tempo pracy kaz-
dego ucznia. Artykut wskazuje na techniki, ktore moga efektywnie wspiera¢ przyswajanie materiatu,
takie jak ¢wiczenia praktyczne, rozwigzywanie zadan z lat ubieglych oraz korzystanie z narzedzi cy-
frowych. Ponadto podkre§lono znaczenie regularnych powtérek w utrwalaniu zdobytych umiejgtnosci.

Kolejnym kluczowym aspektem jest rozwijanie umiejetnosci samodzielnego myslenia 1 kreatyw-
nosci w rozwigzywaniu zadan matematycznych. Zajecia, ktore koncentrujg si¢ na rozwigzywaniu zto-
zonych problemdéw, pomagaja w rozwijaniu logicznego myslenia oraz sprawnosci w analizie i syntezie
informacji.

Dodatkowo zwrocitam uwage na psychologiczny aspekt przygotowan do egzaminu z matematyki.
Stres i presja moga negatywnie wptywac na wyniki, dlatego istotne jest budowanie pewnosci siebie
1 pozytywnego nastawienia. Regularne powtorki i praktyczne ¢wiczenia moga pomoc w zmniejsze-
niu leku przed egzaminem. Istotne jest rOwniez zarzadzanie czasem i planowanie nauki, aby unikna¢
poczucia przyttoczenia. Udzielanie wsparcia emocjonalnego ze strony nauczycieli 1 rodzicow moze
pomoc uczniom w przezwycigzeniu trudnosci i utrzymaniu motywacji. Dbanie o rOwnowage migdzy
nauka a odpoczynkiem jest kluczowe dla dobrego samopoczucia psychicznego i efektywnego przy-
swajania wiedzy.

W kontekscie motywacji znaczace jest, aby uczniowie rozumieli, dlaczego ucza si¢ matematyki
1 jakie korzysci moga z tego pltynaé¢. Uswiadamianie uczniom, ze matematyka jest przydatna w zyciu
codziennym i moze otworzy¢ drzwi do réznych $ciezek kariery, moze zwigkszy¢ ich zaangazowanie.
Pozytywne wzmocnienie i docenianie wysitku uczniow, nawet jesli nie osiggajg od razu idealnych
wynikow, jest kluczowe dla utrzymania ich motywacji 1 checi do dalszej nauki.

Wazne jest, aby rodzice pamigtali, ze celem przygotowania do egzaminu z matematyki nie jest tylko
osiggnigcie wysokiego wyniku na egzaminie, ale takze rozw6j umiejgtnosci matematycznych uczniow
na dluzszg meteg. Dlatego ich wsparcie powinno by¢ ukierunkowane na rozwijanie samodzielnego my-
slenia, kreatywnosci 1 umiejgtnosci rozwigzywania problemow.

Skuteczne przygotowanie do egzaminu z matematyki to kompleksowy proces, ktory wymaga
wspotpracy nauczycieli, uczniow oraz rodzicow. Wprowadzenie odpowiednich metod nauczania oraz
konsekwentna praca w odpowiednim tempie pozwalaja osiagnac sukces, ktory przektada si¢ nie tyl-
ko na wysokie wyniki na egzaminie, ale rOwniez na rozwd¢j umiej¢tnosci matematycznych uczniow
w dluzszej perspektywie.

Chociaz artykut nie odnosi si¢ bezposrednio do roli matematyki w zyciu codziennym, warto pod-
kresli¢, ze umiejetnosci matematyczne sg niezbedne w wielu aspektach zycia. Matematyka rozwija
umiejetnos¢ logicznego myslenia, analizy 1 rozwigzywania problemow, ktore sg przydatne nie tylko
w szkole, ale i w pracy, finansach osobistych, a takze w codziennych decyzjach. Zrozumienie pod-
staw matematyki pozwala lepiej orientowac si¢ w swiecie i podejmowac bardziej swiadome wybory.
Wzmocnienie umiej¢tnosci matematycznych to nie tylko przygotowanie do egzaminu, ale réwniez
inwestycja w przyszto$¢, ktora wptywa na rozwdj osobisty 1 zawodowy kazdego ucznia.

Konczac, zycze Panstwu satysfakceji z wynikéw egzaminacyjnych. Wasza rola w tym procesie jest

nieoceniona — to dzigki Wam uczniowie nie tylko opanowuja trudne zagadnienia matematyczne, ale
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takze uczg sig, jak radzi¢ sobie z wyzwaniami, rozwija¢ pewnos$¢ siebie i wytrwatos¢. Efektywne przy-
gotowanie uczniow do egzaminu z matematyki to proces, ktory wymaga cierpliwos$ci, systematyczno-
Sci oraz zastosowania odpowiednich metod nauczania. Kluczem do sukcesu jest rtOwnowaga pomiedzy
teorig, praktyka, motywacja i dbatoscig o emocjonalng stron¢ procesu nauki.
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Poczatkujgacy nauczyciel matematyki

Nie kazdy mlody, poczatkujacy nauczyciel ma wystarczajaco bogaty zbidr materiatow dydaktycz-
nych. Nie zawsze jest w stanie przygotowa¢ samodzielnie materiaty dla uczniow. Dlatego warto, aby
przygotowujac si¢ do zaje¢, korzystal z gotowych, opracowanych przez bardziej doswiadczonych ko-
legdw czy kolezanki materialow. Warto doskonalac swoj warsztat pracy wykorzystywaé zasoby Inter-
netu.

Przykladowe narzedzia wspierajace edukacje

W budowaniu arkuszy zadan dla ucznidéw mozemy uzy¢ bezptatnych narz¢dzi dostepnych w Inter-
necie. Polecam korzysta¢ z podanych ponizej stron i platform edukacyjnych. Zawieraja one nie tylko
interaktywne ¢wiczenia, gotowe materiaty do pobrania z sieci, ale i generatory stuzace do tworzenia
spersonalizowanych kart pracy, gier planszowych lub lamigtéwek. Generatory daja nam mozliwos¢
dostosowania przygotowywanych materialéw do potrzeb, mozliwosci i poziomu uczniow. Nie powin-

nismy obawiac¢ si¢ wykorzystywania w swojej pracy stron obcojezycznych.

EDUZABAWY

Eduzabawy? to narzedzie do tworzenia szablondw z zadaniami i ¢wiczeniami dla uczniow. Jest tu
darmowy generator kart pracy do druku do matematyki, jezyka polskiego i jezykow obcych. Generator
ten daje mozliwos$¢ pobrania karty pracy w formacie pdf lub od razu wydrukowania go.

Mozemy przygotowaé dla uczniow na przyktad sudoku liczbowe lub obrazko-

we, dostosowujac poziom trudnosci do mozliwosci 1 poziomu umiejetnosci naszych

uczniow. Przykladowe karty pracy znajduja si¢ ponize;.

5 3,98 7|4

6|32 7159
7 5 6 8

4 7015 2|6
115 8 |7
6 8 4 5

417 29 5

~—1|° 2|6|4 8 5|7

@ 71816 31|09 2

Rys 1. Przykladowa karta pracy

Wygenerowaé¢ mozemy takze zagadki matematyczne oraz inne matematyczne karty pracy. Moga
nam si¢ one przydac¢ podczas zaje¢ z uczniami. Generujemy je uwzgledniajac wiek i mozliwosci na-

szych uczniéw oraz nasze potrzeby (Rys 2).

2 https:/feduzabawy.com
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CANVA
Uczniowie i nauczyciele moga uzyskac bezptatny dostep do zaawansowanej wersji Canva for Edu-
cation za posrednictwem swojego loginu w Zintegrowanej Platformie Edukacyjnej (ZPE), dostgpne;j
na stronie www.zpe.gov.pl.
Za pomocg planu Canva dla szkot mozemy tworzy¢ interesujace lekcje
c 0 1 ¢wiczenia dla ucznidw. Mozemy otrzymac dostep do tysiecy szablonow, ktore
sprawdzg si¢ w przypadku kazdego przedmiotu, klasy i tematu. Mozemy réwniez
korzysta¢ ze wszystkich funkcji premium platformy Canva nieodptatnie®. Canva
zawiera takze wzory i szablony zadan i kart pracy z matematyki.

Jabtko = 3, Banan =4, Ananas =5

T T

+
]

U UL

e
5

Rys 2. Przykladowa karta pracy

3 www.@nva.com
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Rys 3. Przykladowa karta pracy
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Rys 4. Przykladowa karta pracy
ROZWOJ DZIECKA

Childdevelop* to ponad 7000 praktycznych zadan z matematyki i logiki, jezyka polskiego, jezy-
ka angielskiego i1 innych przedmiotéw. Na stronach odnalez¢ mozemy interesujace tamiglowki, gry
. edukacyjne i praktyczne zadania dla dzieci. Znajdziemy tu dziecigce fami-
ﬂ RUZWUJ dziecka gtowki rozwijajace u dzieci logiczne myslenie, pamie¢, uwage, zdolnosci
motoryczne. Sg tu ro6znego rodzaju uktadanki, labirynty, krzyzowki.
Karty pracy generowane przez to narzedzie moga by¢ przygotowane, wydrukowane w formacie
pdf i wykorzystywane w roznych sytuacjach edukacyjnych. Moga by¢ stosowane zarowno w szkole,
na lekcjach matematyki, podczas konkursow, jak i jako materiaty do nauki indywidualnej. Pomagaja

rozwija¢ umiejetnosci matematyczne, logiczne myslenie oraz zdolnos$¢ rozwigzywania problemow.

WORKSHEETWORKS

Strona ta umozliwia dynamiczne tworzenie kart pracy’. Sg one posegregowane wedlug poszcze-
golnych kategorii. Znajdziemy tu np. magiczne kwadraty, puzzle, krzyzowki, zadania na wykre$lanie,
a takze zadania ksztaltujace podstawowe umiejetnosci matematyczne, ta-
kie jak dodawanie, mnozenie, dzielenie, zadania z geometrii itp. Podczas

budowania kart pracy mamy mozliwos$¢ ustalenia stopnia trudnosci zadan
(Rys. 5).

4 https://childdevelop.pl
5 hitps://wwwworksheetworks.com/math html oraz https://wwwworksheetworks.com/puzzles html
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Rys 5. Przykladowe karty pracy
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Rozwiqz réwnanie! Rozwigz rownanie!
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Rys 6. Przykladowa karta pracy

SALA GIER

Sala gier® to nie tylko rebusy, sudoku, kolorowanki do wydrukowania, krzyzowki czy labirynty. To
réwniez bezplatne gry dla najmlodszych. Dzigki wygenerowanym tu kartom pracy uczniowie beda
" mogli éwiczy¢ dodawanie, odejmowanie oraz inne dziatania matematyczne.
s ala Pobudza one u uczniéw proces kreatywnego myslenia. Lamiglowki, rebusy
G 1 inne zadania do wydrukowania begdg stanowily swietng zabawe (Rys. 6).

1er

KARTY GRABOWSKIEGO

Andrzej Grabowski — tworca Kart Grabowskiego — jest pomystodawca Swiatowego Dnia Tabliczki
Mnozenia. Z tej okazji jego zespot przygotowat zestaw tamiglowek, dzigki ktorym uczniowie beda
= ED m i mieli okazj¢ przypomnie¢ sobie tabliczke mnozenia 1 poéwiczy¢ logiczne
myslenie. Na stronie’” opracowanej przez wspotpracownikéw znajduja sie,

T
GRA BH; “I: 5: IEGO wozone wedlug poziomu trudnosci, karty z famigtowkami (Rys. 7).

6 https:/salagierpl/matematyka
7 https://kartygrabowskiego.pl/blog/lamiglowki-z-mnozeniem-i-dzieleniem
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Rozszyfruj tabelki

poziom 1

W puste pole mozna wstawié liczbg naturalng od 1 do 10 lub pozostawic bez liczby.
Uzupetnij diagram tak, aby w kazdym wierszu | w kazdej kolumnie kwadratu ztozonego z biatych pél
analazly sig dokfadnie 2 liczby.

Liczba znajdujgca sig nad kolumng i je, ile wynosi iloczyn liczb z tej kolumny, a liczba po lewej
stronie wiersza - ile wynosi iloczyn liczb z tego wiersza.

PRIYKLA ROZWIAZANI
Prrzeanalizuj D
—~
s @®®@ @®@
2| X| 4
@o:l @9\ 4[5 X
@® @)|X|a|s
tamigtéwka 1 tamigtéwka 2 tamigtéwka 3
9 @
@9 &) 49
&2
tamigtowka 4 tamigtowka 5 tamigtowka 6
@e® 29 &9 @9 @
® ®
82 |g 49
@ 62

Rozszyfruj tabelki (poziom 1). Klasy 4-8

Rozszyfruj tabelki
poziom 2

W puste pole moina wstawié liczbg naturalng od 1 do 10 [ub pozestawié puste
(pola bez liczb oznaczamy symbolem ).
Uzupeknij diagram tak, aby w katdym wierszu i w katdej kolumnie kwadratu ztotonego z biatych psl malazhy
sig dokladnie 2 liczby.
Liczba znsjdujgca si¢ nad kolumng informuie, ile wynosi iloczyn liczh 7 tej kolumny, a liczba po lewe] stronie
wiersza - ile wynosi iloczyn liczb 7 tege wiersza.

PRIYKLA ROZWIAZANI

Przeanalizuj o E
| = = = N (1% (19
BTy ® @ @ (8) @9 42
\) 2|X|4

% s
@9 29| 4| 8 | X
® (@|X|a|s

tamigtowka 1 Lamigtéwka 2 tamigtowka 3
49 @ &9 % @ @96 €960 (®) ®
49 x @[ [x @
® )
) &

Rozszyfruj tabelki (poziom 2). Klasy 5-8

Rys 7. Przykladowa karta pracy

Tik ok matemalyozny

Karta pracynr1

img nad druga tarcza.

obliczeniu wTu.oz

Jest godzina 1110

/M.Oiﬁ/mﬂilé;wn%‘l’lﬂm

Karta pracynr1

oblicz. kigra chlm g.oda;ima.za 15 minut?Mrl*ou} wokazsuwki na obu zegarach, a po

Rys 8. Przykladowa karty pracy
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SZKOLA Z KLASA

W tej bezplatnej bibliotece materiatow znajdujg si¢ gotowe scenariusze lekcji, pomysty na gry i za-
bawy, pomoce dydaktyczne, poradniki i publikacje, ktore wspieraja dyrektoréw i nauczycieli w prowa-
dzeniu innowacyjnych, angazujacych zajec. ,,Szkota z klasg™® specjalizuje

Fundacja sie¢ W design thinking, wykorzystaniu nowych technologii, przestrzeniach
SzkotazKlasa  oqykacyjnych, organizacji pracy szkoly. Znajduja si¢ tu materiaty na

wszystkie przedmioty i poziomy nauczania (Rys. 8).
BINGO

@ Bingo Baker” ma miliony kart bingo, ktérych mozna uzy¢ na kazda
okazj¢. Mozna uzy¢ gotowych kart lub wykorzysta¢ prosty generator,
aby stworzy¢ wlasna.

Bingo jest idealnym sposobem, by doskonali¢ umiej¢tno$ci matematyczne oraz na sprawdzenie

wiedzy uczniéw. Grajac w bingo uczniowie mogg pracowac indywidualnie lub druzynowo.

Number Bingo 1-75

“<B | N G O
6 | 23|31 55 65

5 |19 34 50 | 63

8 | 29 |Free! 48 | 68

15|30 | 39 | 49 | 67

9 | 28 40 47 | 75

This bingo card has a free space and 75 words: 1, 16, 31, 46, 61, 2,
17, 32, 47, 62, 3, 18, 48, 63, 4, 19, 33, 49, 64, 5, 20, 34, 50, 65, 6, 21,
35, 51, 66, 7, 22, 36, 52, 67, 8, 23, 37, 53, 68, 9, 24, 38, 54, 69, 10, 25,
39, 55, 70, 11, 26, 40, 56, 71, 12, 27, 41, 57, 72, 13, 28, 42, 58, 73, 14,
29, 43, 59, 74, 15, 30, 44, 60, 75 and 45.

Rys 9. Przykladowa karta pracy

8 hitps://www szkolazklasa.org pl/materialy/
9 https://bingobaker.com
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Konkursy matematyczno-logiczne

Od ponad 20 lat jestem doradcg metodycznym w Powiatowym Os$rodku Pomocy Psychologicz-
no-Pedagogicznej 1 Doradztwa Metodycznego w Otawie. Wychodzac naprzeciw potrzebom koleza-
nek 1 kolegow, od 21 lat organizuj¢ dla ucznidow naszego powiatu konkurs matematyczno-logiczny.
Przebiega on dwuetapowo. Pierwszym etapem jest etap szkolny, indywidualny. Przeprowadzaja go
nauczyciele we wlasnych placowkach. Drugi etap — powiatowy, w ktérym biorg udziat czteroosobowe
zespoly z kazdej ze szkot — sktada si¢ z dwoch czgéci: indywidualnej (tu uczniowie klasyfikowani sa
indywidualnie) 1 druzynowej (wspolnie nad zadaniami pracuja czteroosobowe zespoty z kazdej ze
szkob).

Po kilkunastu latach, zauwazajac duze zaangazowanie i zainteresowanie nauczycieli i ucznioéw,
postanowitam zaproponowac¢ konkurs, podczas ktérego wymagana jest wiedza matematyczna z za-
kresu treSci zawartych w podstawie programowej szkoty podstawowej oraz znajomos$¢ jezyka an-
gielskiego 1 niemieckiego w stopniu pozwalajagcym na zrozumienie tresci zadan i udzielenie krotkiej
odpowiedzi. Arkusz zadan zawiera zadania z matematyki oraz zadania logiczne w wersji angielskiej
lub niemieckiej. Uczniowie rozwigzuja je druzynowo. Zadania do konkursu przygotowuj¢ we wspot-
pracy z nauczycielami jezykodw obcych juz od 6 lat. Mozna zaobserwowac, ze przez te kolejne lata
zainteresowanie udziatem w konkursach wérod uczniow i nauczycieli nie maleje. Dzieje si¢ tak na
pewno dzigki ogromnemu zainteresowaniu 1 wspolpracy nauczycieli matematyki z zaprzyjaznionych
szkot. Ale wieloletnia obserwacja pokazuje mi takze, ze jest wérdd uczniow (nawet tych wchodzacych
w doroste zycie, a wielu z nich jest juz petnoletnich) ogromna che¢ nauki przez zabawe. Pokazuje to,
ze niezaleznie od wieku, warto podczas rozwijania kompetencji matematycznych uczniow, wplata¢
réznego rodzaju atrakcyjne metody i formy pracy. Wywierajg one istotny wptyw na ksztattowanie
kompetencji matematycznych uczniow.

Jesli tylko nauczyciel pamigta o stworzeniu odpowiedniej atmosfery w klasie, grupie, zespole
uczniow, zadba, by zrozumieli oni reguly, zasady i cel zabawy, a takze doceni wysitek wszystkich
bioracych udziat w zajeciach, ma szans¢ w odpowiedni sposob pokierowac uczestnikami zajgc¢. Nawet
w przypadku tych zglaszajacych trudnosci w nauce matematyki, takze wtedy, gdy traca oni motywacj¢
do nauki. Stosowanie atrakcyjnych metod 1 form pracy podczas rdéznych aktywno$ci moze zachgcié
ucznia do pokonywania wtasnych barier.
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Powiatowy Osrodek Poradnictwa Psychologiczno-Pedagogicznego i Doradztwa Metodycznego w Polkowicach

M

dek Poradnictwa
dagogicznego

odycar

Autorka: r,

Btad kluczem do nauki i rozwoju

Czym wiasciwie jest btad? To inaczej pomytka, niepowodzenie czy niedopatrzenie. Moze przyjmo-
wac rozne formy: od drobnych uchybien po powazne pomytki, od gramatycznych poprzez logiczne,
rachunkowe, az po historyczne lub polityczne. Stowniki podkreslaja szerokie znaczenie tego terminu
1 jego wszechobecnos¢ w jezyku. Bledy sa czesto zrodlem wstydu — zard6wno w codziennym zyciu,
jak 1 w relacjach migdzyludzkich. Przyktadem mogg by¢ rodzice, ktorzy wstydza si¢ za btedy swoich
dzieci, czy politycy wytykajacy sobie wzajemne niedociggnigcia.

Mtodym ludziom czg¢sto odmawia si¢ prawa do popetniania btedow, a za ten stan rzeczy wspotod-
powiedzialni sg doros$li. Blad jest postrzegany jako co$ wstydliwego, czesto dowodzacego przeciet-
nosci, zwyczajnosci lub bylejakosci, co prowadzi do negatywnych konsekwencji. Aby zrozumie¢, jak
uczniowie postrzegaja bledy, przeprowadzitam badanie na grupie mtodziezy w trzech klasach. Ucznio-
wie zostali zapytani, z czym kojarzy im si¢ btad. Najczestsze odpowiedzi to: porazka, strach i wstyd.

Wigkszos¢ skojarzen miata wyraznie negatywny wydzwiek.

Jak szkola i spoleczenstwo podchodza do bledow?
W szkole nauczyciele (oczywiscie nie wszyscy) czesto, zamiast skupia¢ si¢ na przekazywaniu wie-
dzy, koncentrujg si¢ na ,,ztapaniu” ucznia na btedzie. Nierzadko padaja stowa: ,,Jak mogtes to zrobic?”,

2

,»Nie wolno tak robi¢!”, ,,Tak jest zle.”, ,,Nie mozna bylo tak od razu?”. Takie komunikaty wptywaja
na skojarzenie popetionego btgdu z przykrymi emocjami, poczuciem winy, lgkiem, smutkiem, zawo-
dem. Ksztaltuje si¢ przy tym przekonanie, Ze nie powinno si¢ w ogole popetniac btgdow, bo sg katego-
rycznie zle i skoro nam si¢ zdarzyly, to jest z nami co$ nie tak.

Niektorzy mtodzi ludzie moga by¢ bardzo samokrytyczni wobec siebie, gdy popetniaja bledy.
Moga przezywa¢ wewnetrzng krytyke i negatywne mysli na swoj temat. W badaniu padaty réwniez
odpowiedzi typu: ,,Jestem ghupi, jestem btedem”. Nastgpuje czesto atak na samego siebie wyrazony
zwrotem: ,,Jestem ghlupi, wiec nie moge by¢ madry”. Zmniejsza si¢ poczucie wlasnej wartosci, satys-
fakcji i zaangazowania. Czasem wystarczylaby zmiana podejscia (swojego lub innych) i powiedzenie:
,Popehitam/-em btad, ale wyciagngtam/wyciagnatem wnioski, drugi raz zrobig to inacze;j”.

Mtodzi ludzie czgsto nie boja si¢ samej porazki, ale bardziej obawiajg si¢ reakcji innych na ich nie-
powodzenia. Strach przed wy$mianiem, krytyka i negatywna oceng przez rowiesnikow, nauczycieli,
rodzicow czy osoby, ktore sa dla nich wazne, moze by¢ paralizujacy. Wynika to z naturalnej potrzeby
akceptacji i przynalezno$ci do grupy, co jest szczegolnie silne w okresie dojrzewania.

Zastandwmy si¢ teraz: jak reagujemy na btedy popelniane przez nasze dzieci, a jak reagujg nasze
dzieci, gdy wytykamy im btedy? Siggnijmy pamigcia do czaséw, gdy dziecko zaczynalo nauke¢ cho-
dzenia. Przewracato si¢ wiele razy. Dorosli wtedy bili mu brawo, przekonani, ze dziecko musi si¢
przewraca¢. Tak samo, gdy dziecko uczylo si¢ jazdy na rowerze czy nartach. Nie mozna si¢ tego na-
uczy¢ bez upadkow. Co si¢ z nami dzieje, gdy dzieci idg do przedszkola, a zwlaszcza do szkoty? Bledy
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zaczynaja by¢ wytykane, pigtnowane. Skad si¢ to bierze? Z przekonania, ze uczen musi juz to umiec,
bo inne dziecko potrafi. Kasia lub Krzy$ juz liczg poprawnie, a Zosia jeszcze popetnia btedy.

Zarowno rodzice, jak i nauczyciele czesto oczekuja, ze dziecko nie moze by¢ ,,gorsze” od innych,
zapominajac, ze kazdy ma inne mozliwosci. Z odkry¢ neurodydaktyki wiemy, ze mozg kazdego dziec-
ka rozwija si¢ inaczej, w r6znym tempie — zwlaszcza jesli chodzi o matematyke. Roznica moze wy-
nosi¢ trzy lata, a nawet wigcej. Nie zdajemy sobie sprawy, jakie konsekwencje moze przynie$¢ nasza
reakcja na btedy popelniane przez dzieci, np. w postaci ochtodzenia relacji rodzica z dzieckiem lub
ucznia z nauczycielem. Dziecko szuka wsparcia poza rodzing, wérod zupetnie obcych 0sob i instytucji.
Tracimy wtedy kontakt z dzieckiem, nastolatkiem.

My, dorosli, w tym takze nauczyciele, nie mamy §wiadomosci, jak wiele przekonan transmitujemy
na dzieci, zwltaszcza w edukacji wczesnoszkolnej. Dlatego zmiang nalezy zacza¢ od siebie. Naszg rola
jest ukazanie dzieciom, ze wielokrotnie w zyciu co$ nam nie wyszto. I nie chodzi o to, by eksponowac
doroste porazki, ale pokaza¢, ze poradzilismy sobie z nimi w taki czy inny sposob. Dzi¢ki temu dzieci
nabierajg przekonania, ze ich rodzice, ktorzy wydaja si¢ idealni, tez majg trudnosci i radzg sobie z nimi.

Ciekawe sg badania psychologiczne nad zjawiskiem wypalenia rodzicielskiego, prowadzone przez
Konrada Piotrowskiego z Uniwersytetu SWPS w Poznaniu (Piotrowski, 2022, s. 9-23; Dzielinska,
2023, s. 115-133). Pokazuja one, ze wysoki poziom perfekcjonizmu rodzicéw rzutuje na funkcjono-
wanie dziecka. Jesli rodzic jest przesadnie perfekcjonistycznie nastawiony do swoich dziatan i funk-
cjonowania spotecznego, dziecko staje si¢ bardziej lekowe, wykazuje wigkszy poziom niepewnos$ci
1 mniejszg otwartos¢ na doswiadczenia.

Musimy zatem zdawac sobie sprawe, ze popetnianie btgdow jest nieodtacznym elementem procesu
uczenia si¢ 1 osobistego rozwoju. Mimo ze czgsto postrzegamy je negatywnie, w rzeczywistosci moga
on odegra¢ kluczowg role w naszym samodoskonaleniu. Analizowanie i zrozumienie wtasnych pomy-
tek nie tylko dostarcza nam cennych informacji, ale takze inspiruje do podejmowania nowych wyzwan
1 zdobywania nowych umiejetnosci. Chociaz nikt nie lubi popetnia¢ btedow, zwlaszcza publicznie,
w najlepszym interesie szkol, nauczycieli, rodzicoOw 1 uczniéw jest pogodzenie si¢ z nimi — a nawet
pozytywny stosunek do nich.

Jak to zrobi¢? Przede wszystkim zmienic, jesli jeszcze tego nie dokonalismy, nastawienie do btedu
— 1 t¢ zmian¢ nalezy zacza¢ od siebie. Jest wiele znanych osob, ktore przezwyciezyty niepowodzenia.
Przyklady z ich Zzycia mozna wykorzysta¢ w pracy z uczniami nad zmiang podejs$cia do btgdu. Steve
Jobs jest uznawany za jednego z najbardziej innowacyjnych przedsigbiorcOw naszych czaséw, mimo
ze popeinial wiele btedow w swojej karierze. Byt zwolniony z wlasnej firmy Apple, ale pdzniej powro-
cit i przyczynit si¢ do jej przetomowego sukcesu. J. K. Rowling, zanim napisata seri¢ ksigzek o Har-
rym Potterze, musiala przej$¢ przez wiele trudnosci. Byla bezrobotna matka samotnie wychowujaca
dziecko, a jej pierwsza ksigzka zostata odrzucona przez wielu wydawcow, zanim autorka w koncu zro-
bita kariere¢ pisarskg. Michael Jordan, cho¢ jest uwazany za jednego z najlepszych koszykarzy wszech
czasow, doswiadczyt wielu porazek w swojej karierze. Byt odrzucany z druzyny koszykowki w szkole
sredniej, ale nie zrazito go to i kontynuowat prace, osiggajac pdzniej wielki sukces. Podobnie rzecz si¢
miata chociazby z Waltem Disneyem. Wedlug wielu relacji otwarcie Disneylandu w 1955 roku byto
katastrofg — przybyto dwa razy wiecej gosci niz przewidywano, zwiedzajacy musieli czeka¢ w dtugich
kolejkach, wiele atrakcji nie dziatato, a dostawy zywnos$ci byly niewystarczajace. W dodatku buty
odwiedzajacych grzezty w §wiezo wylanym asfalcie. Mimo tych probleméw Disney nie zniechecit
si¢ 1 kontynuowat rozwijanie swojego parku rozrywki, ktory dzi$ jest jednym z najpopularniejszych
miejsc na swiecie.
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Co by bylo, gdyby ci ludzie poddali si¢ po pierwszej probie?

Dlatego warto sprobowac w swoim zyciu przyjac postawe zaprezentowang na powyzszych przykta-
dach i rozpowszechnia¢ je wsrod innych, zwlaszcza uczniow.

Wspotczesne podejscie do bledow w wielu firmach, szczegolnie w branzy IT, opiera si¢ na koncep-
cji ciaglego doskonalenia i iteracyjnego podej$cia do pracy. W tym kontekscie btad nie jest porazka,
ale raczej naturalnym etapem procesu uczenia si¢ i rozwijania nowych umiejetnosci. Takie podejscie
sprzyja rozwojowi kreatywno$ci, samodzielno$ci 1 zaangazowania, co jest szczegolnie wazne w dyna-
micznie zmieniajacym si¢ Swiecie. Podobnie w edukacji konieczne jest wprowadzenie kultury akcep-
tacji btedoéw, co pozwoli uczniom na swobodne eksperymentowanie i podejmowanie inicjatywy bez
obawy przed kara za ewentualne pomytki.

Nalezy w tym miejscu zwrdci¢ uwage na potrzebe ksztatcenia kompetencji 4K — czyli kreatywno-
$ci, krytycznego myslenia, komunikacji i kooperacji — tak kluczowych w dzisiejszym $wiecie, gdzie
elastycznos¢ 1 umiejetnos¢ przystosowania si¢ do zmieniajacych si¢ warunkow sg nieodzowne. Zapo-
trzebowanie na liderdw, ktorzy potrafia inspirowac i prowadzi¢ zespoty w dynamicznych i nieprzewi-
dywalnych okolicznoS$ciach, ro$nie z kazdym dniem. Liderzy ci muszg umie¢ akceptowac bledy jako
naturalng czg¢$¢ procesu nauki i rozwoju, a takze inspirowac innych do ciggltego doskonalenia sig.

Skad zainteresowanie kultura bledu?
Czlowiek uczy si¢ przez cate zycie. Nawet ja, jako nauczyciel z dtugoletnig praktyka, doswiadczy-

tam sytuacji, ktora sktonita mnie do przewartosciowania swojego podejscia do btedow uczniowskich,
sposobu ich korygowania, prowadzenia zaje¢¢ oraz budowania lepszych relacji z uczniami.

Kilka lat temu, podczas rozdawania kartkéwek, poprositam:

— Kasia, podejdz i zobacz, jaki ghupi btad popeinitas.

Nie spodziewatam si¢ jednak, jak potoczy si¢ ta sytuacja. Zanim Kasia zdgzyta zareagowac, dwie
kolezanki z tylu natychmiast zerwaty si¢ z fawek i podbiegly do biurka, dopytujac z zaciekawieniem:

— Jaki? Jaki?

Dopiero wtedy zauwazytam, ze Kasia zrobita si¢ czerwona, a w jej oczach pojawity si¢ tzy. Zrozu-
miatam, ze to nie ona, lecz ja popetnitam znacznie wickszy btad. Natychmiast postanowitam naprawic¢
sytuacjg.

— Bardzo dobrze, Ze ten btad si¢ pojawil — powiedzialam. Wiecie, kiedy nauka jest najskutecz-
niejsza? Wiasnie wtedy, gdy towarzyszg jej emocje i gdy uczymy si¢ na wtasnych btedach.

Kazdy ma prawo popehia¢ bledy, a zwlaszcza na etapie nauki. A wiesz, co jest w tym najlepsze?
Ze tego konkretnego btedu juz nigdy wiecej nie popehisz.

Powolalam si¢ na stowa Carol Dweck, profesor psychologii na Uniwersytecie Stanforda, ktora
mowi, ze kazdy blad przyczynia si¢ do wzrostu synaps w mozgu, oraz ze bledy nie sg porazkami — sa
czgscig procesu nauki. Autorka ta, w swojej ksigzce Nowa psychologia sukcesu (Dweck, 2017), poka-
zuje, jak nastawienie umystowe wptywa na nasze osiaggniecia i rozwoj osobisty. Wyr6znia dwa gtoéwne
sposoby myslenia: nastawienie state (fixed mindset) oraz nastawienie na rozwo6j (growth mindset),
stawiajac pytanie: Ktore z nich prowadzi do sukcesu?

State nastawienie to przekonanie, ze inteligencja, talent i umiejetnosci sa wrodzone i niezmienne.
Osoby z takim podej$ciem wierza, ze sukces zalezy od naturalnych predyspozycji, a nie od wysitku.
W efekcie unikajg wyzwan, obawiajac si¢ porazki, traktuja krytyke jako atak na swojg wartos¢, tatwo
si¢ poddaja oraz zazdroszcza sukcesOw innym. W przeciwienstwie do nich, osoby z nastawieniem na
rozw0j wierza, ze zdolnosci mozna ksztattowaé poprzez nauke, praktyke i wytrwalos¢. Postrzegaja
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wyzwania jako okazje do nauki, a porazki traktuja jako czg$¢ procesu rozwoju. Cechuje je otwartos¢
na nowe doswiadczenia, traktowanie bledow jako lekcji, wytrwalo$¢ w dazeniu do celu oraz inspiro-
wanie si¢ sukcesami innych.

Badania Carol Dweck pokazuja, ze osoby z nastawieniem na rozwoj osiagaja lepsze wyniki w szko-
le, pracy i sporcie. Che¢tniej podejmuja trudne wyzwania, sg bardziej zmotywowane do nauki i dosko-
nalenia umiejetnosci, wykazuja wieksza odpornos¢ psychiczng i nie boja si¢ porazek, a takze potrafia
konstruktywnie przyjmowac krytyke i wykorzystywac¢ ja do samodoskonalenia. Warto przedstawic
uczniom wyniki takich badan. Kluczowe jest uswiadomienie im, ze zdolno$ci mozna rozwijaé, ponie-
waz inteligencja i umiejetnosci nie sg state, a takze by postrzega¢ porazki jako element procesu nauki
oraz podejmowaé wyzwania prowadzace do rozwoju.

Strategie pracy z bledem

Szczego6lng uwage pragne zwrocic na to, ze nalezy docenia¢ przede wszystkim wysitek wlozony
w prace, a nie tylko same wyniki, poniewaz to proces nauki jest najwazniejszy. Docenianie to jedna
z kluczowych strategii pracy z bledem, obok tworzenia atmosfery akceptacji btedéw i budowania $ro-
dowiska, w ktérym uczniowie czujg si¢ swobodnie, przyznajac si¢ do nich.

Chwal zatem uczniéw przede wszystkim za podejmowane wysitki, nawet jesli popetniaja btedy.
Pokazuj, ze doceniasz ich checi do nauki i rozwoju. W mtodszych klasach mozna zacheca¢ uczniow do
otaczania swoich bledow np. serduszkiem. Mozna takze zastosowac tzw. negocjacje oceny, jesli uczen
poprawi btedy. Uzywaj zielonego dlugopisu do zaznaczania prawidlowo wykonanej czesci pracy — to
pozytywny impuls.

Omow z uczniami popelnione btgdy, wyjasnij ich przyczyny i wspdlnie poszukajcie sposobow na
ich unikanie w przysztosci. Zbadaj, co doprowadzito do ich popetnienia — czy wynikaly z braku wie-
dzy, nieuwagi, trudnos$ci w zrozumieniu materialu czy innych probleméw. W celu wsparcia procesu
poprawiania btgdow skutecznie udzielaj informacji zwrotnej. Mozesz dzieli¢ si¢ z uczniami przykta-
dami swoich btedéw i pokazywac, jak je korygowatas/-es.

Na lekcjach organizuj pracg w grupach, gdzie uczniowie analizujg btedy, rozwigzujg nierozwigzane
problemy, identyfikujg popetnione btedy, uzasadniajg swoje rozumowanie i dyskutujg nad poprawnym
rozwigzaniem. Analizuj réwniez rozne btedy na forum klasy.

Oto przyklad takiej analizy:

Nauczyciel: Spojrzmy na ten przyktad. Masz wyrazi¢ (a + b)* w postaci rozwiniete;j.
Jak to zapisates?

Uczen: Napisalem, ze (a + b)*=a*+ b

Nauczyciel: Dobrze, ze probujesz! Ale zastanowmy si¢, co oznacza to wyrazenie.
Jak inaczej mozemy zapisac (a + b)*?

Uczen: Nie wiem.

Nauczyciel: Jak inaczej zapisalby$ a’?

Uczen: aa.

Nauczyciel: Dobrze, to sprobuj wyrazenie (a + b)*

Uczen: Hmm... to znaczy, ze musz¢ podnies¢ do kwadratu sumg¢ a + b.

Nauczyciel: Doktadnie tak! Jak mozemy to zapisa¢ jako iloczyn?
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Uczen: Chyba... (a+b) - (a+Db).

Nauczyciel: Tak! A teraz rozpiszmy to krok po kroku, stosujac rozdzielno$¢ mnoze-
nia. Pomno6zmy kazdy sktadnik pierwszego nawiasu przez kazdy sktadnik drugiego
nawiasu.

Uczen: Dobrze. ...

Nauczyciel: Swietnie! Teraz upro$émy to. Co otrzymujesz?

Uczen: a’+ ab + ab + b~

Nauczyciel: Wtasnie tak! A jak mozna jeszcze zapisac ab + ab?

Uczen: To jest 2ab!

Nauczyciel: Brawo! Jak wigc wyglada petne rozwinigcie wzoru?

Uczen: (a + b)*>=a’+ 2ab + b

Nauczyciel: Swietnie! Widzisz teraz, gdzie byt tw6j btad?

Uczen: Tak! Zapomnialem o 2ab, bo myslalem, ze wystarczy podnies¢ do kwadratu
kazda liczbg osobno.

Nauczyciel: Sprawdzmy teraz, co si¢ stanie, gdy podstawimy konkretne liczby.
Zalozmy, ze a= 3, ab = 2. Obliczmy lewa stron¢ rownania: (3 + 2)%.

Uczen: To bedzie 52= 25.

Nauczyciel: Swietnie! Teraz podstawmy te same liczby do twojej pierwszej, bled-
nej wersji, gdzie pominates 2ab. Ile wynosi 32+ 2%?

Uczen: 9 +4 = 13. Ups, to nie pasuje do 25...

Nauczyciel: Wlasnie! A teraz policzmy poprawnie, wedlug wzoru (a + b)*=a?+ 2ab
+b% A wiec: 32+ 2 (3:2) + 22

Uczen: 9 + 12 + 4 =25. Teraz si¢ zgadza!

Nauczyciel: Doktadnie tak! Widzisz, jak wazne jest sprawdzanie wzoréw na licz-
bach? Gdyby twoje pierwsze rozwigzanie byto poprawne, wynik powinien by¢ za-
wsze taki sam.

Uczen: Tak! Teraz wiem, ze musz¢ uwazac i nie zapominac o 2ab.

Nauczyciel: Swietnie! A teraz sprobuj sam sprawdzi¢ (4 + 1)2, zeby upewnié sie, ze

dobrze rozumiesz.

Mozna zaobserwowac, ze podejscie do btedu w szkole zmienia sig, cho¢ proces ten nie jest tatwy.
Wazne jest stopniowe oswajanie ucznioéw z emocjami towarzyszacymi ich popetianiu i pokazywanie,
Ze sg one naturalnym elementem procesu nauki. Kultura bledu to warto$¢, nad ktoérag powinni$my pra-
cowac wspolnie — nie tylko na lekcjach matematyki, ale rbwniez w ramach innych przedmiotow. Spoj-
na komunikacja nauczycieli moze pomoc w ksztattowaniu takiego podejscia. Warto np. przeprowadzic¢
na godzinie wychowawczej dyskusje o korzysciach ptynacych z popetiania bledow oraz uczenia sig
na nich, zwlaszcza na btedach innych. Nawet w codziennym zyciu korzystamy z cudzych btedéw, np.
wybierajgc si¢ w podrdz pytamy: Jakie btedy najczesciej popelniajg inni — na przyktad turysci podczas
wyjazdow do cieptych krajow czy na narty? Latwiej nam si¢ uczy¢ na cudzych bledach niz zdobywaé
wiedze w inny sposob. Tak samo powinno to dziata¢ na lekcjach matematyki — bledy moga by¢ cenna
lekcja. Pokazmy uczniom bltedy najczesciej popetniane na egzaminach zewngtrznych i omowmy je

szczegotowo.
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Podsumowujac, btedy to nieodtagczny element naszego zycia i procesu nauki. Cho¢ czesto sg po-
strzegane jako co$ negatywnego, w rzeczywistosci mogg pehic¢ kluczowa rolg w naszym rozwoju
osobistym i spotecznym. Akceptacja bledow jako naturalnej czesci procesu nauki i wprowadzenie
kultury, ktora pozwala na ich swobodne popenianie i analizowanie, moze przynie$¢ korzysci zarowno

w edukacji, jak i w zyciu codziennym.
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Strategie rozwiazywania zadan otwartych z matematyki

Przygotowujac uczniéw do pierwszego powaznego egzaminu w ich zyciu, czyli egzaminu 6smokla-
sisty, w tym przypadku z matematyki, czgsto spotykamy si¢ z duzymi trudnosciami podczas rozwig-
zywania przez nich zadan otwartych. Wiem z praktyki, ze uczniowie niechgtnie rozwigzuja zadania
otwarte, a duzy odsetek zdajacych pozostawia takie zadania, nie podejmujac cho¢by proby ich rozwia-
zania.

Przyczyn takiego podejscia jest kilka, ale chyba najczesciej wynikajg one z obawy przed podjgciem
trudu rozwigzania i braku wiary we wlasne umiejetnosci.

Aby temu przeciwdziata¢, mozna skorzysta¢ z ponizszych podpowiedzi zapisanych w formie pro-
stej instrukcji, ktorg nauczyciele matematyki moga wykorzystywac na lekcjach w klasie siodmej, kie-
dy uczniowie opanuja juz metody rozwigzywania rownan, a ponownie w klasie 6smej — przed powtor-
kami majacymi na celu przygotowanie ich do egzaminu 6smoklasisty z matematyki.

Niniejszg instrukcj¢ mozna przygotowac¢ w formie prezentacji 1 realizowac z uczniami na lekcjach

matematyki. W praktyce instrukcje zdazymy oméwi¢ w trakcie jednej lekcji.
Strategie rozwigzywania zadan otwartych z matematyki

1. Od czego zaczaé? Rozpocznij od przeczytania tresci zadania. Istotne jest doktadne jej zrozumienie.

2. Co dalej? Po raz drugi doktadnie odczytaj tres¢ zadania i postaraj si¢ ja zrozumiec.

3. Jak kontynuujemy? Po raz trzeci zapoznaj si¢ z trescig zadania, sprobuj ja poja¢ oraz zacznij
mysle¢ nad sposobem rozwigzania.

4. Jak rozpocza¢ rozwiazywanie? Najpierw wyodrebnij dane poprzez zidentyfikowanie wszyst-
kich podanych liczb, wielkosci i zaleznosci migdzy nimi. Nastepnie sformutuj pytanie/-a, jasno okre-
slajac, jakie sa ogdlne wymagania.

5. Jak sobie poméc? Podejmuj dzialanie, tj. pisz lub rysuj. Nie rozwigzesz zadania, pracujagc wy-
tacznie w myslach. Stosuj wizualizacje, gdyz czgsto rysunek pomaga lepiej zrozumie¢ tres¢ zadania
1 zobaczy¢ zaleznosci miedzy roznymi elementami. Do zadan z geometrii rysunek jest niemal niezbedny.

6. Trudne zadanie dziel na etapy (czesci). Nastepuje rozwigzuj je krok po kroku.

7. Rozwigzujac zadanie, zastosuj odpowiednie wzory i twierdzenia. Na podstawie zrozumienia
tresci zadania, wybierz odpowiednie wzory, twierdzenia lub definicje.

8. Sprawdz jednostki. Upewnij si¢, ze wszystkie wielkos$ci sa wyrazone w tych samych jednostkach.

9. Uporzadkuj. Dla trudniejszych zadan — uporzadkuj informacje i zapisz dane lub przeprowadz
1 zapisz analize.

10. Ul6Z réwnanie lub uklad réwnan. Przettumacz tre§¢ zadania na jezyk matematyczny, tworzac
rownanie lub uktad rownan.

11. Rozwiaz zadanie, stosujac odpowiednie metody rozwigzywania rownan (np. przenoszenie liczb
lub niewiadomych ze zmienionym znakiem, dzielenie lub mnozenie rownania przez liczbe r6zng od zera).
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Wazne! Rozwigzanie zadania to nie wszystko.
Rozwigzanie zadania = 50% sukcesu.

Zredagowanie zadania = 50% sukcesu.

Przy redagowaniu zadania uzywaj rownowaznikow zdan, nie przepisuj go w catosci do danych lub
analizy, uzywaj odpowiednich okreslen (np. liczba, wiek, masa, dlugos¢, czas, ilo$¢, pojemnos¢ czy
objetosc).

Przyktady: x = chlopcy — okreslenie jest mato precyzyjne, ale

liczba chtopcow = x — sformutowanie czytelne i prawidtowe,

wiek siostry = x — prawidlowo, ale nie siostra = x.

12. Zweryfikuj rezultat. Rozwigzala$/-e§ zadanie? Sprawdz wynik.

Zinterpretuj wynik, sprawdzajac, czy ma on sens w kontekscie zadania i/lub w zyciu codziennym,
w praktyce.

13. Wstaw wynik do rownania, sprawdzajac, czy spetnia on warunki zadania.

14. Podsumuj rozwiazanie zadania. Opisz tok rozwigzania. Zapisz odpowiednie réwnania i po-
trzebne obliczenia.

15. Odpowiedz. Jasno sformutuj i podaj ostateczng odpowiedz na pytanie postawione w zadaniu.

Dodatkowe wskazowki w trakcie rozwigzywania zadania:

* Nie bgj si¢ pomyltek: pomyiki sg naturalng czg¢scia procesu uczenia sig.

* Badz cierpliwa/-y: rozwigzywanie niektorych zadan moze wymagac czasu i wysitku.

» Wspotpracuj z innymi: dyskusja z kolezankami i kolegami lub nauczycielem moze pomoc ci zna-
lez¢ nowe sposoby mys$lenia o problemie (nie dotyczy egzaminu).

Przyklad 1.
Oblicz czas przejazdu kolarza jadacego z predkoscia 36@, na wybranym odcinku trasy 1200 m.
Podaj czas w minutach. h

I sposob rozwigzania:

Dane:
s=1200m = 1,2 km v=%/-t
v=36kTm v-t=s/iv
t =2 t=2
v
t=2=2p=2Lp=2L.60min=2min
36 360 30 30

Odpowiedz: Czas przejazdu kolarza wynosit 2 minuty.
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II spos6b rozwigzania:

Dane:
s = 1200m v==2/t
km m
v—36T—10; v-t=s/v
t =7 t=2
v

t =2%_ 1205 = 2 min.
10

Odpowiedz: Czas przejazdu kolarza wynosit 2 minuty.

Przyklad 2.
Janek zebral pewna liczbe grzybow, Piotr 20% wigcej od niego, a Krzys liczbe rowna 3 grzybow

zebranych przez obu kolegow razem. Ile zebrat kazdy z nich, jesli wszyscy razem zebrali 88 grzybow?

Analiza:

Liczba grzyboéw Janka = x

Liczba grzybow Piotra = 120%x = 1,2x = £

i 5 ia=21. =22 U
Liczba grzybow Krzysia = - (x+12x) = S X =X =X

22 11

R T
X+gxtgx =88/

15x + 18x + 11x = 1320
44x = 1320/:44

_ 1320660 60 _
YT T T2 T

x=302x =36 Uy =22
5 15

Odpowiedz: Janek zebrat 30 grzybow, Piotr 36, a Krzy$ 22.

Przyklad 3.
W uktadzie wspodhrzednych na ptaszczyznie znajduje si¢ odcinek, ktorego jednym z koncow jest

punkt K(—8, 5). Srodkiem tego odcinka jest punkt S(2, — 7). Drugi koniec tego odcinka oznaczono
punktem L. Znajdz wspoétrzedne punktu L.

strona 37



I sposob rozwigzania:

Oznaczmy wspoétrzedne punktu L (xL, Vi ) , wtedy:

_8;”“:2/-2 HTyL=—7/2
—8+x, =4 S+y, =-14
x, =4+8 y, =—14-5

x;, =12 y, = —19

Odpowiedz: Punkt [ ma wspotrzedne (12,—19).

II spos6b rozwigzania:

Wspotrzedna odcigta srodka odcinka jest Srednig arytmetyczng dwoch wspétrzednych od-
cigtych jego koncow, dlatego suma wspotrzednych odcietych wynosi 2 - 2 = 4.

Jesli suma wspotrzednych odcigtych wynosi 4, a jedna z nich jest rowna —8, wynika
z tego, ze odcieta punktu S musi wynosi¢ 12, bo -8 +12 =4.

Wspotrzgdna rzgdna V' $rodka odcinka jest $rednig arytmetyczng dwoch wspotrzednych
rzednych jego koncow. Dlatego suma wspotrzednych rzednych wynosi 2 - (—=7) = —14.

Jesli suma wspotrzednych rzednych wynosi —14, a jedna z nich jest rowna 5, to wynika
z tego, ze rzedna punktu S musi wynosi¢ —19, bo 5+ (—19) =-14.

Odpowiedz: Punkt . ma wspolrzedne (12, —19).

Przyklad 4.

W urnie znajduje si¢ 5 kul czerwonych, 6 zielonych 1 8 niebieskich.

a) lle co najmniej kul trzeba wyjgc¢ z urny bez ich oglgdania, aby wsrod wylosowanych co najmniej
Jjedna byta zielona?

a) Ile kul niebieskich trzeba dotozy¢ do urny, aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej
wynosito 25%?

I sposob rozwigzania:

a) Przeprowadzamy nastepujace rozumowanie. Zaldézmy, ze widzimy wszystkie kule. Jesli wyjmie-
my wszystkie czerwone kule, to kolejna wybrana bedzie zielona lub niebieska. Jesli teraz wyjmiemy
wszystkie niebieskie, to zostang tylko zielone. Juz wyjelisSmy 13 kul. Czternasta, pietnasta i kolejne kule
beda na pewno zielone. Dlatego trzeba wyja¢ co najmniej 14 kul, aby co najmniej jedna byta zielona.
Odpowiedz: Nalezy wyja¢ co najmniej 14 kul.

a) Aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej wynosito 25%, do urny nalezy dotozy¢
jedna kule niebieska.
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I sposob rozwigzania:

1
Wiemy, ze: 25% = 1

Oznaczmy x = liczba dodanych kul,

x +8 = liczba kul niebieskich, x+19 = liczba wszystkich kul.

liczba kul czerwonych

Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej = — -
liczba wszystkich kul

1 5

4" x+19
1-(x+19)=4-5
x+19 =20
x=20-19

x=1

Opowiedz: Aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej wynosito 25%, na-
lezy dotozy¢ 1 kule niebieska.

II spos6b rozwigzania:
1
25% =—
4

liczba kul czerwonych

Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej =

1 5

4 ?

liczba wszystkich kul

Aby utamki byly rowne w miejscu znaku zapytania nalezy wstawi¢ 20. Poniewaz w ur-
nie byto pierwotnie 19 kul, nalezy dotozy¢ jeszcze jedng kule. Moze to by¢ kula niebieska.

Odpowiedz: Aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej wynosito 25%,
nalezy dotozy¢ 1 kule niebieska.
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Nie wiesz jak rozwiazac zadanie? (o powinnas/powinienes robisz?

1. Rozwaz przypadki szczegdlne. Czasami rozpatrzenie prostych przypadkéw moze
naprowadzic¢ na rozwigzanie ogolne.

2. Prowadz rozumowanie krok po kroku. Kazdy krok rozwigzania powinien byc logicz-
nie uzasadniony.

3. Szukaj analogii. Poréwnaj dane zadanie do podobnych zadan, ktore juz rozwigzates.

4. Zastosuj metode prob i bteddw. Jesli nie masz innego pomystu, mozesz sprobowac
roznych rozwigzan.

Wazne: Nie zostawiaj zadania bez proby rozwiqzania!

Strategia na egzaminie: Gdy nie potrafisz rozwigza¢ wybranego zadania, rozwigzuj
kolejne z nich, a nastepnie wréc do trudnego dla Ciebie zadania.

Pamietaj! Trening czyni mistrza.

Pamietaj! Rozwigzywanie zadan otwartych wymaga praktyki.
Im wiecej zadan rozwigzesz, tym wieksza wprawe bedziesz miat/a w stosowaniu roz-
nych strategii.

Gdzie szukac zadan, aby ¢wiczy¢?

/ pomoca przychodzi strona internetowa Centralnej Komisji Egzaminacyjnej’ Znaj-
dziesz tam informacje o egzaminie ésmoklasisty, egzaminie maturalnym, egzaminach
zawodowych i egzaminie eksternistycznym.

Thttps:/Icke. gov,pl: arkusze zlat poprzednich znajdziemy na stronie: https://arkusze.pl/. [dostep: 19.01.2025]
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AUtU[ka Dolnoslaski
Agnieszka Ogiegto, doradca metodyczny z matematyki NP ¥ B :"d,k'.'
Dolnoslaski Osrodek Doskonalenia Nauczycieli we Wroctawiu - Filia w Watbrzychu DODN st

Narzedziownik nauczyciela matematyki w klasach IV - VII

Wspotczesna edukacja stawia przed nauczycielami wiele wyzwan, z ktorych jednym z kluczowych
jest dostosowanie metod nauczania do cyfrowej rzeczywistosci, w jakiej dorastaja uczniowie. Techno-
logie informacyjno-komunikacyjne (TIK) zyskaty status nieodtacznego elementu efektywnej edukacji,
a ich odpowiednie zastosowanie w nauczaniu matematyki moze znaczaco podnie$¢ poziom kompeten-
¢ji matematycznych wsrdd uczniow.

Wykorzystanie narzgdzi TIK w klasach IV — VIII pozwala nie tylko wzbogaci¢ tradycyjny proces
dydaktyczny, ale rowniez czyni nauk¢ bardziej atrakcyjna, angazujacg i dostosowang do indywidual-
nych potrzeb uczniéw. Dzigki aplikacjom edukacyjnym, interaktywnym symulacjom czy platformom
e-learningowym uczniowie majg okazje eksplorowac trudne zagadnienia matematyczne w praktyczny
sposob, co sprzyja lepszemu zrozumieniu i utrwaleniu wiedzy.

W niniejszym artykule przedstawiono narzedziownik nauczyciela matematyki, ktory obejmuje
réznorodne rozwigzania TIK wspierajace rozwdj kompetencji matematycznych. Ponadto omoéwiono,
w jaki sposob te technologie moga zwickszy¢ efektywnos¢ nauczania, rozwijac logiczne myslenie oraz

przygotowac uczniow do zmieniajacych si¢ wymagan wspotczesnego §wiata.
Przykladowe aplikacje wspierajace nauczanie matematyki w klasach IV — VIII

1. Math Learning Center Apps'

Math Learning Center Apps to zestaw bezptatnych aplikacji edukacyjnych opracowanych przez
The Math Learning Center, ktore wspieraja nauczanie matematyki w sposob wizualny, interaktywny
1 angazujacy. Narzedzia te s dostepne w przegladarce internetowej oraz jako aplikacje na urzadzenia
mobilne (i0S i Android). Ich gléwnym celem jest pomoc uczniom w zrozumieniu kluczowych pojeé¢
matematycznych poprzez eksploracje¢, manipulacje i wizualizacje zagadnien.

Przykladowe aplikacje z zestawu:

e Number Frames
Utatwia naukg¢ operacji matematycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dziele-
nie dzigki wizualnym reprezentacjom w postaci ramek z liczbami. Pomaga uczniom zrozumie¢ pojecia
liczbowe 1 operacje na liczbach w sposob intuicyjny.

e Number Line
Ta aplikacja wspiera naukg liczb, dziatan arytmetycznych oraz koncepcji, takich jak liczby ujemne
czy utamki. Uczniowie moga poruszac si¢ po osi liczbowej, manipulowac¢ jej zakresem i obserwowac

zaleznos$ci migdzy liczbami.

e Geoboard

Cyfrowa wersja tradycyjnej tablicy z gumkami, uzywana do nauki geometrii. Uczniowie moga

1 https://www.mathlearningcenterorg/apps
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tworzy¢ figury geometryczne, bada¢ zaleznosci migdzy dtugoscia, obwodem i powierzchnig oraz eks-
perymentowac z symetrig i katami.

e Pattern Shapes
Narzgdzie wspiera nauke geometrii, symetrii i wzoréw poprzez manipulacje kolorowymi ksztatta-
mi. Uczniowie moga tworzy¢ wlasne wzory, uktada¢ mozaiki i odkrywac wilasciwosci figur geome-
trycznych.

e Fractions
Aplikacja wizualizuje utamki w postaci diagraméw 1 osi liczbowych. Uczniowie mogg dodawac,
odejmowac, porownywaé oraz manipulowac utamkami, co pozwala na lepsze zrozumienie ich wlasci-

wosci 1 zastosowan.

e Money Pieces
Narzgdzie pomaga uczniom zrozumie¢ koncepcje pieniedzy, wartosci nominalnych oraz wykony-
wania operacji na liczbach za pomoca wirtualnych monet i banknotow. Przydatne w rozwijaniu umie-

jetnos$ci praktycznych zwigzanych z matematyka finansowa.

e Math Clock
Aplikacja ulatwia nauk¢ odczytywania czasu oraz rozumienia zaleznosci miedzy minutami, godzi-
nami i1 katem obrotu wskazowek zegara. Uczniowie moga manipulowaé zegarem w sposob interak-
tywny, co wspiera ich intuicyjne rozumienie czasu.

e Number Pieces
Narzedzie do pracy z liczbami i wartosciami dziesigtnymi w konteks$cie systemu dziesietnego.
Uczniowie moga manipulowa¢ blokami reprezentujacymi jednosci, dziesiatki i setki, aby wykonywac
operacje matematyczne i zrozumie¢ zalezno$ci migdzy miejscami dziesi¢tnymi.
Dlaczego warto korzystac¢?
e Bezplatne: Wszystkie aplikacje sa bezptatne i dostepne zar6wno online, jak i offline.
e Prostota: Intuicyjny interfejs umozliwia szybkie wdrozenie si¢ w dziatanie aplikacji.
e Elastyczno$¢: Aplikacje moga by¢ uzywane w nauczaniu w klasie, pracy domowej czy sa-
modzielnej nauce ucznidow.
e Wsparcie wizualne: Pomagaja w lepszym zrozumieniu abstrakcyjnych poje¢ matematycz-
nych poprzez wizualizacje i manipulacje.
Podsumowanie
Math Learning Center Apps to wszechstronne narzedzia, ktore wzbogacaja proces nauczania mate-
matyki w klasach IV — VIII, wspierajac rozwoj logicznego myslenia, rozumienia poj¢¢ i umiejetnosci
analitycznych.

2. Visnos Interactive Mathematics®

Visnos Interactive Mathematics to zbior bezptatnych, interaktywnych narzedzi online, zaprojek-
towanych z mys$la o nauczaniu i wizualizacji kluczowych zagadnien matematycznych. Narzgdzia te
doskonale nadaja si¢ do uzytku w klasach IV — VIII, wspierajac nauczycieli 1 uczniow w eksploracji
matematyki w sposob dynamiczny i angazujacy. Platforma oferuje symulacje i wizualizacje, ktore
pomagaja lepiej zrozumie¢ pojecia abstrakcyjne, takie jak geometria, liczby czy prawdopodobienstwo.

2 https://wwwyisnos.com/demos
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Najwazniejsze narzedzia dostepne na platformie Visnos:

e Interactive Clock
Interaktywny zegar pozwala uczniom eksperymentowac z odczytywaniem czasu. Zegar analogowy
mozna dostosowac, aby wyswietlat godziny, minuty i sekundy. Narzedzie pomaga w nauce zaleznosci
migdzy czasem a katem obrotu wskazowek oraz w rozwigzywaniu problemow zwigzanych z dodawa-

niem lub odejmowaniem czasu.

e Tessellation Creator
Umozliwia uczniom tworzenie wzordéw ztozonych z powtarzajacych sie¢ figur geometrycznych.
Narzgdzie pomaga zrozumie¢ pojecia symetrii, transformacji geometrycznych oraz zasad tworzenia

mozaik. Jest szczegolnie przydatne w nauce geometrii i sztuki matematyczne;j.

e Polygon Explorer
Pozwala na eksploracje wlasciwosci wielokatow. Uczniowie moga manipulowac liczba bokdow,
dlugosciami oraz katami, aby badac, jak te elementy wptywaja na obwadd i pole figury. Narzegdzie jest
idealne do nauki o zaleznos$ciach geometrycznych i konstrukcjach wielokatow.

e Fraction Calculator
Wizualizuje utamki w formie interaktywnych diagramoéw. Uczniowie mogg dodawac, odejmowac,
mnozy¢ i dzieli¢ utamki, a narzedzie automatycznie przedstawia wyniki w postaci wizualnej. Dzigki

temu uczniowie lepiej rozumiejg operacje na utamkach i ich zastosowania.

e Spirograph
Umozliwia tworzenie ztozonych wzordéw za pomoca narzedzia przypominajacego klasyczny spi-
rograf. Poza aspektami artystycznymi uczniowie moga poznawac koncepcje zwigzane z geometria,
okregami i ich rownaniami.

e Probability Simulator
Narzedzie do badania prawdopodobienstwa na przyktadzie symulacji rzutu moneta, kostka Iub lo-
sowania kart. Uczniowie moga przeprowadza¢ eksperymenty, zmienia¢ warunki i analizowa¢ wyniki
w formie wykresow. Symulacja wspiera nauke statystyki i rachunku prawdopodobienstwa.

e Vector Explorer
Pomaga w nauce wektorow poprzez wizualizacj¢ ich dodawania, odejmowania oraz rozktadu na
sktadowe. Uczniowie moga manipulowa¢ wielkoscig i kierunkiem wektorow, co ulatwia zrozumienie

podstawowych poje¢ zwigzanych z geometrig analityczna.

e Number Explorer
Narzedzie przeznaczone do badania wtasciwosci liczb, ktore wspiera rozwo6j umiejetnosci pracy
z liczbami i rozwigzywania problemoéw. Uczniowie moga analizowa¢ czynniki, liczby pierwsze, wie-
lokrotnosci 1 inne wlasciwosci numeryczne.
Kluczowe zalety narzedzi Visnos:
e Wizualizacja poje¢¢ matematycznych: Narzgdzia pomagaja uczniom zobaczy¢ 1 zrozumie¢
matematyczne koncepcje w sposob praktyczny i intuicyjny.
e Dostepnosé: Platforma jest bezptatna i1 dziata w przegladarce, bez koniecznosci instalacji
dodatkowego oprogramowania.
e Interaktywnos$¢: Narzedzia zachgcajg uczniow do eksperymentowania i samodzielnego od-

krywania zasad matematyki.
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e Wsparcie dla nauczycieli: Kazde narzgdzie mozna tatwo wiaczy¢ w tok lekcji, aby zilustro-
wac¢ omawiane zagadnienia.

Podsumowanie

Visnos Interactive Mathematics to wszechstronny zbior narzgdzi, ktory wzbogaca proces nauczania

matematyki, czynigc go bardziej atrakcyjnym i efektywnym. Dzigki temu platforma jest cenionym

wsparciem zarowno dla nauczycieli, jak 1 uczniéw.

3.

Didax Virtual Manipulatives?

Didax Virtual Manipulatives to bezptatna, interaktywna platforma edukacyjna stworzona z mysla

o wspieraniu nauki matematyki poprzez wizualizacj¢ i manipulacj¢ obiektami. Narzedzie oferuje sze-

roki zestaw wirtualnych manipulatoréw, ktére pomagaja uczniom w zrozumieniu kluczowych pojeé

matematycznych, takich jak operacje arytmetyczne, geometria, utamki czy wartosci dziesietne. Plat-

forma jest dostepna w przegladarce internetowej, co czyni ja fatwo dostgpng zaréwno w sali lekcyjne;,

jak i podczas nauki zdalne;.

Funkcjonalnosci i dost¢gpne manipulatory:

v' Base Ten Blocks (Bloki dziesi¢tne)
¢ Umozliwiajg wizualizacje systemu dziesietnego i operacji takich jak dodawanie, odejmo-
wanie, mnozenie oraz dzielenie liczb.
¢ Pomagajg w zrozumieniu poje¢ warto$ci miejsca dziesietnego (jedno$ci, dziesiatki, setki).
v' Fraction Circles (Kola ulamkowe)
¢ Narzedzie do pracy z utamkami, umozliwiajace pordwnywanie, dodawanie, odejmowanie
1 wizualizowanie zaleznos$ci mi¢dzy czg¢sciami catosci.
¢ Kota mogg by¢ dzielone na rozne liczby czgéci, co utatwia nauke o wspolnych mianow-
nikach.
v" Pattern Blocks (Klocki geometryczne)
¢ Uczniowie moga budowac wzory i figury geometryczne z kolorowych ksztaltow, takich
jak trojkaty, kwadraty czy szesciokaty.
¢ Narzedzie pomaga zrozumie¢ pojecia symetrii, proporcji i uktadu przestrzennego.
v" Two-Color Counters (Dwukolorowe liczmany)

¢ Idealne do nauki dodawania i odejmowania liczb, szczegolnie w kontekscie liczb catkowi-
tych i dzialan na liczbach ujemnych.

¢ Mozna ich uzywa¢ rowniez do nauki prawdopodobiefistwa i rozwigzywania problemow
logicznych.
v’ Cuisenaire Rods (Patyczki Cuisenaire’a)
¢ Narzedzie wspierajace nauke proporcji, dtugosci i zaleznosci liczbowych. Uczniowie
moga uktada¢ patyczki réznej dtugosci, aby badac relacje migdzy liczbami.
v/ Number Lines (Osie liczbowe)

¢ Uczniowie moga uzywac osi liczbowych do badania zalezno$ci miedzy liczbami, w tym
liczb catkowitych, utamkoéw i wartosci dziesigtnych.

¢ Narzedzie jest pomocne przy wizualizacji dodawania, odejmowania i porownywania liczb.

3 https://www didax com/virtual-manipulatives html
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v" Hundreds Chart (Tablica stéwek)

¢ Pomaga uczniom w badaniu wzorcow liczbowych, dodawaniu i odejmowaniu wielokrot-
nosci liczb oraz zrozumieniu podstaw arytmetyki.

¢ Narzedzie wspiera nauke mnozenia, dzielenia i analizy zalezno$ci migdzy liczbami.
v Ten-Frame (Ramka dziesi¢tna)

¢ Doskonale narzedzie do nauki liczenia, dodawania i odejmowania. Umozliwia reprezen-
towanie liczb w systemie dziesigtnym za pomocg kolorowych zetondw.

¢ Ulatwia wizualizacje poje¢ takich jak dziesigtki, jednosci i petne dziesigtki.
v" Dice (Kostki do gry)

¢ Wirtualne kostki z mozliwo$cig wyboru liczby $cianek, co sprawdza sie w nauce prawdo-
podobienstwa, statystyki 1 rozwigzywaniu problemow.

v' Spinners (Kola losujace)

¢ Narzedzie do badania prawdopodobienstwa, ktore umozliwia dostosowanie liczby sekto-
row i ich wartosci.
Kluczowe cechy platformy:
e Interaktywnos$¢: Uczniowie mogg manipulowaé wirtualnymi obiektami, co sprzyja lepsze-
mu zrozumieniu poje¢ matematycznych.
e Uniwersalno$¢é: Narzedzia sa odpowiednie zardéwno dla mtodszych, jak i starszych uczniow,
dzieki r6znorodnosci dostepnych manipulatorow.
e Wsparcie dla nauczycieli: Manipulatory moga by¢ uzywane do prezentacji zagadnien na
lekcjach, a takze jako materiaty wspierajace zadania domowe.
e Dostepnos¢é: Platforma dziata w przegladarkach internetowych i jest bezptatna, co pozwala
na korzystanie z niej w kazdej chwili i w dowolnym miejscu.
Korzysci z wykorzystania Didax Virtual Manipulatives:
e Wspiera nauke poprzez dziatanie i eksperymentowanie, co szczego6lnie pomaga uczniom ki-
nestetycznym i wizualnym.
e Ulatwia zrozumienie trudnych poj¢¢ matematycznych dzigki intuicyjnej wizualizacji.
e Wzbogaca proces nauczania i uatrakcyjnia lekcje matematyki, czyniac je bardziej angazujacymi.
Podsumowanie
Didax Virtual Manipulatives to nowoczesne, dostepne i wszechstronne narzedzie, ktore doskonale
wpisuje si¢ w potrzeby edukacji matematycznej XXI wieku.

4. Scales*

Scales to interaktywne narzedzie edukacyjne dostepne na stronie ICT Games, stworzone z mysla
0 wsparciu nauczania matematyki w sposob wizualny i angazujacy. Narzedzie pozwala uczniom eks-
plorowac¢ pojecia rownowagi, wartosci liczbowych oraz zaleznosci matematycznych poprzez interak-
tywne wykorzystanie wirtualnej wagi.

Opis dzialania narzedzia

Scales przedstawia uczniom wirtualng wage z dwiema szalkami. Uzytkownicy moga dodawac na
szalki r6zne liczby w postaci kolorowych bloczkow, ktore symbolizujg wartosci. Celem jest osiggnig-
cie rownowagi poprzez zrozumienie relacji miedzy liczbami i operacjami matematycznymi.

4 https:/fictgames.com/mobilePage/scales/index html
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Kluczowe funkcje narzedzia:
1. Eksploracja dodawania i odejmowania

¢ Uczniowie moga umieszczac bloczki z liczbami na obu szalkach, aby odkrywa¢é zalezno-
$ci migdzy warto$ciami.

¢ Narzedzie pozwala zrozumieé, jak rownowazenie dziata w przypadku dodawania lub
odejmowania liczb.

2. Réwnania matematyczne
¢ Waga dziala jak wizualne wsparcie dla rozwigzywania rbwnah matematycznych.

¢ Uczniowie moga eksperymentowac, aby znalez¢ brakujgca warto$é, ktora utrzyma rowno-

wage, co jest $wietnym wprowadzeniem do rownan z jedng niewiadoma.
3. Dynamiczne wizualizacje

¢ Kolorowe bloczki i animacje pomagajg uczniom zobaczy¢, jak zmienia si¢ rownowaga

w zaleznosci od liczby i rozmieszczenia bloczkow.
¢ Dzieki temu pojecia abstrakcyjne stajg sie bardziej przystepne i fatwiejsze do zrozumienia.
4. Elastyczno$¢ w dzialaniu

¢ Narzedzie pozwala na rozne konfiguracje, umozliwiajac pracg¢ zardwno z matymi liczba-
mi, jak 1 bardziej ztozonymi operacjami.
¢ Idealne do nauczania podstawowych poje¢ liczbowych oraz wprowadzania bardziej za-
awansowanych zagadnien, takich jak rownania algebraiczne.
Zastosowanie w nauczaniu matematyki:
e Dodawanie i odejmowanie liczb: Uczniowie mogg praktykowac proste operacje, obser-
wujac, jak zmienia si¢ rownowaga na wadze.
e Zrozumienie rownania: Waga wprowadza intuicyjne podejscie do rozwigzywania roéw-
nan, co moze by¢ szczeg6élnie pomocne dla ucznidow zaczynajacych nauke algebry.
e Rozwijanie logicznego myslenia: Eksperymentowanie z wagg uczy myslenia przyczyno-
wo-skutkowego oraz przewidywania wynikow dziatan.
Zalety korzystania z ICT Games: Scales
e Interaktywnos$¢: Uczniowie mogg manipulowac bloczkami i obserwowaé wyniki swoich
dziatan w czasie rzeczywistym.
e Przystepnosé: Narzedzie jest bezptatne i dostepne w przegladarce, bez potrzeby instalo-
wania dodatkowego oprogramowania.
e Przyjazny interfejs: Prostota obstugi sprawia, Ze narzedzie jest odpowiednie dla uczniow
w mlodszych klasach oraz tych, ktorzy potrzebuja wizualnego wsparcia w nauce matema-
tyki.
o Wszechstronno$¢: Moze by¢ uzywane zarowno podczas lekcji w klasie, jak i do samo-
dzielnej nauki w domu.
Podsumowanie
ICT Games: Scales to Swietne narzedzie do nauki matematyki, ktore taczy interaktywnos$¢ z prak-
tycznym zastosowaniem poje¢ matematycznych. Dzigki niemu uczniowie mogg w atrakcyjny sposob
zrozumie¢ abstrakcyjne idee rownowagi, rownan i relacji liczbowych. To proste, ale niezwykle efek-
tywne narzgdzie, ktore wspiera rozw0j umiej¢tnosci matematycznych na réoznych poziomach zaawan-

sowania.
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Kazde z tych narzedzi moze by¢ cennym wsparciem w pracy nauczyciela matematyki, pomagajac
uczniom zrozumie¢ trudne zagadnienia, rozwija¢ umiejg¢tnosci analityczne 1 przygotowac si¢ do wy-
zwan wspotczesnego Swiata.

5. Toy Theater®

Toy Theater to edukacyjna platforma online, ktora oferuje bezptatne interaktywne narzg¢dzia
wspierajace nauke matematyki. Sekcja Virtual Manipulatives skupia si¢ na wirtualnych manipulato-
rach — narzgdziach, ktére pomagaja uczniom zrozumie¢ kluczowe zagadnienia matematyczne poprzez
manipulacje wizualnymi obiektami. Te interaktywne narzgdzia sg szczegélnie przydatne w nauczaniu
w klasach IV — VIII, a takze w pracy z mtodszymi dzie¢mi.

Opis sekcji Virtual Manipulatives

Strona Toy Theater: Virtual Manipulatives oferuje réznorodne zasoby, ktore pomagajg nauczycie-
lom wprowadzac¢ abstrakcyjne pojecia matematyczne w sposob zrozumiaty i angazujacy dla uczniow.
Manipulatory sa dostepne bezptatnie i dziatajg w przegladarkach internetowych, co czyni je tatwymi
w uzyciu zaréwno w klasie, jak i podczas nauki zdalne;j.

Kluczowe narzedzia dostepne w Virtual Manipulatives:

v’ Base Ten Blocks (Bloki dziesi¢tne)
¢ Narzedzie do nauki warto$ci dziesietnej i systemu pozycyjnego.

¢ Uczniowie mogg manipulowa¢ jednostkami, dziesigtkami, setkami i tysigcami, co utatwia

wizualizacje dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia.
v’ Fraction Bars (Paski ulamkowe)
¢ Pomoc w nauce utamkow poprzez ich wizualizacje.

¢ Uczniowie mogg porownywaé utamki, dodawac¢ je i odejmowac, a takze zrozumie¢ poje-

cie wspolnego mianownika.
v Geoboard

¢ Wirtualna tablica, na ktorej uczniowie mogg tworzy¢ figury geometryczne za pomoca

»gumek”.
¢ Idealne do nauki o obwodzie, polu, symetrii i ksztaltach geometrycznych.
v' Number Line (Of liczbowa)

¢ Interaktywna o$ liczbowa, na ktérej uczniowie moga wizualizowaé liczby catkowite,
utamki i liczby dziesigtne.

¢ Wspiera nauke dodawania, odejmowania oraz porownywania wartosci liczbowych.
v" Pattern Blocks (Klocki geometryczne)

¢ Kolorowe ksztalty geometryczne, ktore uczniowie moga taczy¢ w celu tworzenia wzorow
lub badania zaleznos$ci geometrycznych.

¢ Narzedzie rozwija umiejetnosci zwigzane z symetrig, uktadem przestrzennym i propor-
cjami.
v Tangrams (Ukladanki)
¢ Klasyczne narzedzie do uktadania obrazow z geometrycznych ksztattow.
¢ Pomaga rozwija¢ umiej¢tnosci wizualno-przestrzenne i uczy rozwigzywania problemow.

v' Place Value Disks (Dyski miejsc dziesietnych)

5 https://toytheatercom/category/teacher-tools/virtual-manipulatives/
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¢ Wizualizujg warto$ci miejsc dziesietnych w systemie dziesigtnym.
¢ Ulatwiajg zrozumienie operacji matematycznych, takich jak dodawanie, odejmowanie

1 mnozenie liczb wielocyfrowych.
v' Spinners (Kola losujace)

¢ Narzedzie do nauki prawdopodobienstwa. Uczniowie moga eksperymentowaé z réznymi

warto$ciami na kole i analizowa¢ wyniki.
v" Hundreds Chart (Tablica stowek)
¢ Umozliwia badanie wzorcow liczbowych i relacji migedzy liczbami.
¢ Przydatna w nauce dodawania, odejmowania oraz mnozenia.
v Two-Color Counters (Dwukolorowe liczmany)
¢ Pomocne w nauce dodawania i odejmowania, szczegodlnie z liczbami ujemnymi.

¢ Mozna je wykorzysta¢ takze w nauce prawdopodobienstwa i logiki matematyczne;j.
Zalety korzystania z Toy Theater: Virtual Manipulatives
e Dostepnosé: Wszystkie narzedzia sg bezplatne i dzialajg bez potrzeby instalacji oprogra-
mowania.
e Wszechstronno$¢: Manipulatory mozna dostosowa¢ do roznych poziomdw zaawansowa-
nia i potrzeb uczniow.
e Interaktywnos¢: Uczniowie moga aktywnie eksperymentowa¢ z manipulatorami, co
sprzyja lepszemu zrozumieniu poj¢¢ matematycznych.
o Estetyka i prostota: Narzedzia maja przyjazny interfejs i kolorowa, atrakcyjna grafike,
ktora zachgca uczniow do nauki.
e Zastosowanie w nauczaniu: Idealne zaréwno do pracy indywidualnej, jak i grupowej,
a takze do wykorzystania na tablicach interaktywnych podczas lekcji.
Podsumowanie
Toy Theater: Virtual Manipulatives to wszechstronny zestaw narzedzi edukacyjnych, ktore
wzbogacajg proces nauczania matematyki i czynig go bardziej atrakcyjnym. Dzigki interaktywnym
manipulatorom uczniowie majg mozliwos$¢ rozwijania umiejetnosci matematycznych w sposob prak-
tyczny i angazujacy. To doskonate wsparcie dla nauczycieli, ktorzy chcg urozmaici¢ swoje lekcje 1 po-

moéc uczniom w lepszym zrozumieniu abstrakcyjnych poje¢ matematycznych.

6. Bingo®

Gra w bingo, zwlaszcza z wykorzystaniem generatora kart dostgpnego na stronie MyFreeBin-
goCards, to kreatywne i1 angazujace narzedzie dydaktyczne. Dzigki swojej elastycznosci i prostocie
bingo moze by¢ wykorzystane do wzmacniania ré6znych kompetencji matematycznych, rozwijania
umiejetnosci logicznego myslenia, a takze budowania motywacji do nauki.

Korzysci z wykorzystania bingo w nauczaniu matematyki

1. Zwieksza zaangazowanie uczniow

¢ Grywalizacja wprowadza element rywalizacji i zabawy, co sprawia, ze uczniowie sg bar-
dziej zmotywowani do aktywnego uczestnictwa w lekcji.

¢ Rozwigzywanie matematycznych problemow w kontekscie gry pozwala uczniom przy-

swaja¢ wiedzg w sposob naturalny i mniej stresujacy.

6 https://myfreebingocards.com/
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2. Utrwala pojecia matematyczne

¢ Bingo pozwala na powtarzanie i utrwalanie kluczowych tematéw matematycznych, takich
jak:

tabliczka mnozenia,

utamki i procenty,

rozwigzywanie roéwnan,

rozpoznawanie figur geometrycznych,

operacje na liczbach catkowitych i dziesietnych.
3. Wspiera rézne style uczenia si¢
¢ Uczniowie preferujgcy kanal wizualny korzystaja z tabel i symboli na kartach bingo.

¢ Uczniowie preferujacy kanat kinestetyczny majg mozliwo$¢ aktywnego uczestniczenia

w grze.

¢ Uczniowie o silnych umiejetnoéciach logicznych rozwijajg swoje zdolnosci poprzez szyb-

kie rozwigzywanie problemow.
4. Dostosowanie poziomu trudnosci

¢ Generator kart bingo umozliwia nauczycielom tworzenie gier dostosowanych do poziomu
grupy. Na przyktad:
m Prostsze bingo dla mtodszych klas z podstawowymi dziataniami,
m Bardziej zaawansowane bingo z rownos$ciami algebraicznymi czy pojeciami geome-

trycznymi dla starszych uczniow.
5. Rozwija umiejetnoS$ci pracy w grupie
¢ Gra w bingo sprzyja wspotpracy miedzy uczniami, ktorzy wspdlnie analizujg rozwigzania
lub wymieniaja si¢ spostrzezeniami. Wspdlna rywalizacja w grupie buduje umieje¢tnosé
komunikacji i pracy zespotowe;j.
6. Zwieksza tempo i precyzje
¢ Uczniowie muszg szybko rozwigzywac matematyczne problemy, co rozwija ich umiejet-
nos¢ pracy pod presja czasu.
¢ Dzieki konieczno$ci szybkiego reagowania, uczniowie staja si¢ bardziej precyzyjni
w swoich obliczeniach.
7. Uniwersalnos$¢ i prostota

¢ Bingo mozna wykorzysta¢ na rézne sposoby: jako ¢wiczenie wprowadzajace, powtorko-

we czy podsumowujace.

¢ Narzedzie jest elastyczne i moze byé uzywane zard6wno w klasie, jak i podczas nauki
zdalne;j.
Jak dziala MyFreeBingoCards w matematyce?
e Personalizacja kart: Nauczyciel moze stworzy¢ bingo zawierajgce okreslone zagad-
nienia matematyczne, np. liczby pierwsze, dziatania arytmetyczne czy rownania.
e Interaktywnos$¢: Generator umozliwia przygotowanie kart w wersji cyfrowej lub do
druku, dzigki czemu gra moze by¢ realizowana zardwno na lekcji, jak 1 podczas zaj¢¢ online.
e Losowos¢: Kazda karta jest unikalna, co zapobiega powtarzalnosci i zwigksza wyzwa-

nie dla uczniow.
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Przykladowe zastosowania bingo w matematyce

1. Tabliczka mnozenia:

¢ Na kartach bingo umieszcza si¢ wyniki dziatan, a nauczyciel podaje mnozenia, ktore

uczniowie muszg rozwigzaé, aby znalez¢ odpowiednie pole.
2. Ulamki:

¢ Na kartach znajduja si¢ utamki w roznych formach (proste, dziesietne, procenty), a na-
uczyciel podaje pytania lub zadania konwersji.

3. Figury geometryczne:

¢ Uczniowie musza rozpozna¢ figury lub znaleZ¢ ich cechy, takie jak liczba bokow, katy czy
obwad.

4. Rownania:
¢ Uczniowie rozwigzuja rOwnania i zaznaczajg wyniki na kartach bingo.
5. Prawdopodobienstwo:

¢ Gre mozna wykorzysta¢ do nauki pojg¢ zwigzanych z prawdopodobienstwem, wprowa-
dzajac eksperymenty lub pytania dotyczace statystyki.

Podsumowanie

Bingo, zwlaszcza w wersji generowanej przez MyFreeBingoCards, to narzedzie, ktére w innowa-
cyjny sposob wspiera nauczanie matematyki. Dzigki elementowi gry uczniowie uczg si¢ z zaangazo-
waniem, rozwijajac jednoczesnie kluczowe kompetencje matematyczne. To uniwersalne rozwigzanie,
ktére moze by¢ dostosowane do potrzeb uczniow w roznym wieku i na réoznych poziomach zaawan-

sowania.

Whioski

Wykorzystanie narzgdzi TIK (technologii informacyjno-komunikacyjnych) w nauczaniu mate-
matyki znaczaco wzbogaca proces dydaktyczny, oferujac nauczycielom nowoczesne i interaktywne
rozwigzania. Dzigki tym technologiom nauczyciele moga lepiej wizualizowa¢ skomplikowane poje-
cia matematyczne, personalizowa¢ materiaty edukacyjne oraz angazowac ucznidw w nauke poprzez
interaktywne i atrakcyjne formy pracy. Narzedzia takie jak GeoGebra, Desmos czy Khan Academy
umozliwiajg dynamiczne przedstawianie wykresow, wizualizowanie zjawisk matematycznych oraz
samodzielng nauke uczniow w dowolnym tempie. Platformy do zarzadzania nauczaniem, takie jak
Google Classroom czy Microsoft Teams, pozwalajg na sprawng organizacj¢ procesu nauczania, zadan
domowych oraz komunikacji z uczniami i rodzicami.

Podsumowujac, narzedzia TIK nie tylko wspieraja efektywnos$¢ nauczania matematyki, ale takze
rozwijaja umiejetnosci cyfrowe uczniow, ktore sa niezbedne w Zyciu codziennym i przysztej karierze
zawodowej. Ich odpowiednie wykorzystanie stanowi klucz do nowoczesnego, angazujacego i skutecz-

nego nauczania.
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Oswoic matematyke - projekt edukacyjny o charakterze
metodycznym

., Nie fascynujg mnie wzory, twierdzenia, bryty czy rownania, ale blysk w oku mojego ucznia,

ktory zrozumie i pozwoli oswoi¢ si¢ matmie.’

(Malgorzata Borowik, Oswoi¢ matme. https://oswoicmatme.pl/)

Od pazdziernika 2024 r. w Szkole Podstawowej nr 1 im. Bolestawa Prusa w Gorze realizowany jest
projekt pn. ,,Oswoi¢ matematyke”, skierowany do uczniéw klas 6smych. Polega on przede wszystkim
na utrwaleniu, usystematyzowaniu, uzupetnieniu i rozszerzeniu realizowanego w szkole podstawowej
programu nauczania w formie regularnych i systematycznych powtorek. Zaktadamy, ze uczestnictwo
w projekcie pomoze uczniom ksztaltowaé umiejetnosci logicznego myslenia, rozbudzi zainteresowa-
nia matematyczne, pokaze, ze matematyka nie musi si¢ kojarzy¢ z zapisanymi na kartce dziataniami.

Ponizej przedstawiamy zatozenia dotyczace naszego projektu.

Ostrzegamy! Istnieje ryzyko polubienia matematyki

Autorzy projektu: mgr Agnieszka Niedzwiedzka, mgr Aneta Hanusiak, mgr Pawet Kwasik

Osoby realizujgce projekt: mgr Agnieszka Niedzwiedzka, mgr Aneta Hanusiak, mgr Pawet Kwasik
— nauczyciele matematyki

Miejsce realizacji: Szkota Podstawowa nr 1 im. B. Prusa w Gorze

Adresaci projektu: uczniowie klas 6smych

Okres realizacji projektu: od pazdziernika do kwietnia roku szkolnego 2024/2025

Wstep

Matematyka od wiekéw nazywana jest krolowa nauk. Wiedza i umiejetno$ci matematyczne petnia
w zyciu codziennym bardzo istotna role. Matematyka to dziedzina wiedzy, ktorej znaczenie wcigz
ro$nie, a uzytecznos¢ nabiera coraz wickszego znaczenia. Dzisiaj, w cyfrowym $wiecie, jej wptyw
na wszystkie dziedziny zycia jest widoczny golym okiem. Umiejgtnosci zdobywane na lekcjach ma-
tematyki umozliwiajg coraz to lepsze zrozumienie otaczajacych nas zjawisk, wlasciwg interpretacje
docierajacych do nas informacji.

Nie ma mozliwosci uczenia si¢ jej bez napotykania na trudno$ci, bez poznania jej podstaw, bez
koniecznosci podejmowania wysitku, poszukiwania drog rozwigzan. Rozwijanie sprawnosci umysto-
wych, postugiwanie si¢ wiedza w praktyce, rozwigzywanie problemow w sposéb tworczy lub odtwor-
czy stanowi istote przedmiotu, jakim jest matematyka.

Niniejszy projekt ma na celu aktywizacj¢ i pomoc w przetamaniu wewnetrznych opordw uczniow,
jak rowniez podniesienie ich sprawnosci rachunkowej oraz ksztalttowanie mys$lenia analitycznego po-
przez poglebianie umiejetnosci matematycznych.
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Glownym celem zaje¢ realizowanych w ramach projektu ,,Oswoi¢ matematyke” w klasach 6smych
jest rozwijanie 1 rozbudzanie uczniowskich zainteresowan matematycznych oraz wyréwnywanie
u nich brakéw edukacyjnych zwigzanych z nauczaniem zdalnym 1 usystematyzowanie zdobytej wie-
dzy. Podczas zajec¢ ksztalcone sg umiejetnosci rachunkowe uczniow, rozwigzuje si¢ typowe zadania
matematyczne, a uczniowie motywowani sg do samodzielnosci w logicznym mysleniu oraz odpowie-
dzialno$ci za umiejetnosci swoje i swoich kolegow.

Wypowiadaniu si¢ w jezyku matematyki, uzasadnianiu i dowodzeniu shuzg zaj¢cia poswigcone
dzialaniom na utamkach zwyklych, dziesietnych, kolejnosci wykonywania dzialan oraz obliczaniu
warto$ci wyrazen arytmetycznych.

Wprowadzeniem do umiej¢tnosci czytania ze zrozumieniem, logicznego myslenia 1 wyciagania
wnioskow sg zajecia poswigcone obliczeniom procentowym na bazie obnizek i podwyzek cen z gazetek
reklamowych z supermarketow oraz ¢wiczenia z dodawania utamkow dziesietnych z wykorzystaniem
tych samych gazetek.

Podczas zaj¢¢ rozwijajacych zainteresowanie matematyka poswigcamy réwniez czas na dosko-
nalenie zdobytych umiejetnosci w rozwigzywaniu probleméw matematycznych oraz nabywaniu
nowych. Rozwigzujemy i omawiamy zagadnienia, ktore sprawiaty uczniom trudnosci na lekcjach
matematyki.

Geneza projektu

Szkota Podstawowa nr 1 w Gorze jest publiczng osmioklasowg szkotg mieszczaca si¢ w dwoch bu-
dynkach. Do placéwki uczeszcza w tym roku szkolnym 573 ucznidéw (281 chlopcow 1292 dziewczeta)
zardwno z miasta Gora, jak i pobliskich miejscowosci o charakterze wiejskim.

Idea projektu powstata na skutek analizy wynikoéw egzaminu 6smoklasisty z matematyki w naszej
szkole na przestrzeni ostatnich kilku lat. Wyniki tego egzaminu byty 1 s3 dos¢ niskie, zarowno u nas
w gminie, jak i w catym wojewodztwie. PostanowilisSmy wigc zrobi¢ cos, co odwroci trend spadkowy
i spowoduje, ze wynik kolejnego egzaminu 6smoklasisty z matematyki bedzie zadowalajacy.

Cel glowny projektu

e Utrwalenie, usystematyzowanie i uzupelnienie realizowanego w szkole podstawowej progra-
mu nauczania w formie regularnych i systematycznych powtorek,

e Przygotowanie do egzaminu 6smoklasisty,

e Wyposazenie ucznidow w umiejetno$¢ wykorzystywania wiedzy matematycznej do rozwiazy-
wania arkuszy egzaminacyjnych,

e Ksztaltowanie myslenia analitycznego,

e Poglebianie umiejetnosci matematycznych.

Cele szczegolowe

e Powtorzenie czterech podstawowych dzialan w zbiorze liczb rzeczywistych,

e Powtorzenie i utrwalenie zasad dziatan na potggach i pierwiastkach,

e Przygotowanie 6smoklasistoéw do egzaminu z matematyki,

e Przygotowane do pracy z arkuszem egzaminacyjnym,

e Pokazanie, jak analizowa¢ zadania i szuka¢ danych umieszczonych w tresci lub na rysunku,
wykresie czy w tabeli,

e (Czytanie i analizowanie zadan z tekstem, w tym rozwigzywanie réwnan I stopnia z jedna
niewiadoma,

e Motywowanie do podejmowania proby rozwigzania zadan otwartych,

e Rozbudzanie cickawos$ci matematycznej,
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e Rozwijanie umiejetnosci logicznego myslenia,
e Ksztaltowanie takich cech jak: wytrwato$¢, systematyczno$¢, doktadnosé, inicjatywa, samo-

dzielnos¢,

e Wzmacnianie odpornosci emocjonalnej w sytuacjach trudnych, wymagajacych wysitku umy-
stowego, pomoc w rozbudzeniu wiary we wilasne sity,
e Realna pomoc w zrozumieniu zasad matematyki okazana rowiesnikom (pomoc kolezenska).
Zalozenia projektu
e System powtorek sktada si¢ z nastgpujacych elementow:
e Karty pracy dla uczniéw zawierajace zadania przeznaczone do wykonania w domu,
e Cykliczne zaj¢cia dodatkowe,
e Przypomnienie podstawowych praw matematycznych, np. poprzez tworzenie mapy mental-
nej oraz prezentacji multimedialnych (w grupach),
e Doskonalenie umiejetnosci rozwigzywania zadan i zwigkszenie $§miato$ci matematycznej po-
przez rozwigzywanie testow i zadan egzaminacyjnych.
Czeste wykonywanie ¢wiczen o charakterze zadan powtorzeniowych pozwala uczniom oswoic si¢
z ich forma i pozna¢ strategie poprawnego rozwigzywania. Opracowane zagadnienia i przygotowane
zadania dla uczniéw sg doskonatym sposobem na ksztalttowanie u nich samodzielno$ci w docieraniu
do wiedzy. Catosciowy system powtorek przyczynia si¢ do dobrego przygotowania uczniow do egza-
minu konczacego edukacje w szkole podstawowej, pomaga im ograniczy¢ stres egzaminacyjny oraz

utatwia osiggnigcie sukcesu.

Harmonogram dzialan

Lp. Podejmowane dzialania Termin
L. Opracowanie planu dziatan i dokumentacji potrzebnej do przeprowadzenia wrzesien 2024
projektu.
2. Czynnosci organizacyjne: pazdziernik 2024

e Wyznaczenie celow ogolnych i szczegdétowych projektu, napisanie
programu projektu,

e Nawigzanie wspotpracy ze szkotami ponadpodstawowymi w powie-
cie gorowskim, PCDNiPP-P w Goérze oraz Domem Kultury w Gorze.

3. Nawigzanie wspotpracy z uczestnikami projektu i ich rodzicami (przygoto- pazdziernik 2024
wanie pozwolen na uczestniczenie w zajeciach dodatkowych z matematyki).

4. Zatwierdzenie przez Rade Pedagogiczng programu projektu ,,Oswoi¢ ma- pazdziernik 2024
tematyke”.

5. Przygotowanie materiatéw dydaktycznych na poszczegdlne spotkania (te- pazdziernik 2024
sty, karty pracy, zestawy zadan).

6. Przygotowanie tablicy informacyjnej dotyczacej realizowanego projektu pazdziernik 2024
(gablota na korytarzu).

7. Przygotowanie cyklu zaje¢ dla uczniow klas 8: pazdziernik 2024 —

e pazdziernik: dziatania na utamkach zwyktych i dziesigtnych, algoryt- kwiecien 2025

my dziatan pisemnych,

listopad: dziatania na potggach i pierwiastkach,
grudzien: wyrazenia algebraiczne, proste rOwnania.
styczen — luty: praca z arkuszem egzaminacyjnym,
marzec: rozwigzywanie i analiza zadan otwartych,
kwiecien: praca z arkuszem egzaminacyjnym.

8. Podsumowanie projektu. czerwiec 2025
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Metody i formy realizacji i procedury osiagania celow

Podstawowymi formami organizacyjnymi w realizacji programu jest praca zespotowa i indywidualna.
Metodami stosowanymi w trakcie realizacji programu sg gtéwnie nastepujace metody aktywizujace:

e burza mozgow,
e cksperyment,
e rozmowa dydaktyczna.
Formy pracy stosowane w trakcie realizacji programu to glownie:
e praca w grupach,
e praca indywidualna,
e sprawdziany wiedzy,
e konsultacje.
Oczekiwane rezultaty
Poprzez zorganizowang i systematyczng prace:
e uczen poglebi, utrwali i rozszerzy wiadomosci i umiej¢tnosci zdobyte na lekcjach,
e uczen zaspokoi zainteresowania i wyksztatci pozytywng motywacj¢ do nauki przedmiotow
Scistych,
e uczen umocni si¢ W poczuciu wlasnej wartosci 1 bedzie bardziej odporny psychicznie na
ewentualne porazki,
e uczen tatwiej poradzi sobie ze stresem na egzaminie 6smoklasisty,
e uczen nieSmialy przetamie strach przed aktywnym uczestnictwem w lekcjach,
e wynik egzaminu 6smoklasisty bedzie zadowalajacy zarowno dla ucznia, jego rodzicow, jak
1 nauczycieli matematyki.

Ewaluacja projektu

Ewaluacja dziatan innowacyjnych prowadzona jest przez caty okres trwania projektu. Dokonywa-
na jest poprzez analize¢ sprawdzianow, kartkowek i diagnoz wewngtrznych prowadzonych pod katem
podnoszenia kompetencji matematycznych.

Od pazdziernika 2024, dzigki nauczycielom matematyki i partnerowi projektu, tj. Powiatowemu
Centrum Doskonalenia Nauczycieli i Poradnictwa Psychologiczno-Pedagogicznego w Gorze, przygo-
towano i przeprowadzono wiele spotkan z chetnymi uczniami klas 6smych. Spotkania odbywaly sig¢
zarowno w szkole, jak i w PCDNiPP-P w Gorze. Kazde z nich trwato minimum 1,5 godziny. Nauczy-
ciel najpierw prowadzit wyktad, potem nastgpowata czes¢ ¢wiczeniowa. Uczniowie samodzielnie roz-
wigzywali przygotowane dla nich zadania. Najwigcej czasu po§wigcono na rozwigzywanie typowych
zadan egzaminacyjnych. Omowiono doktadnie strategi¢ rozwigzywania zadan otwartych, co wydaje
si¢ stabg strong egzamindw 6smoklasisty z matematyki.

Diagnozg koncowg bedzie egzamin 6smoklasisty w maju 2025 roku.
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Autorka: —
Maria Subik, doradca metodyczny matematyki PCEI KK

Powiatowe Centrum Edukaqji Ksztatcenia Kadr w Bolesfawcy S

Plan obozu harcerskiego - scenariusz lekji

Naturalnym sposobem wzbudzania motywacji 1 pozytywnych wrazen estetycznych u uczniow
jest rozwigzywanie ciekawych zadan. Proponowany scenariusz lekcji jest zaprojektowany tak,
aby maksymalnie wyzwoli¢ aktywnos$¢ i samodzielno$¢ uczniow oraz wzbudzi¢ ich ciekawosc.
Temat moze by¢ realizowany na kilku kolejnych lekcjach.

Temat: Narysuj¢ plan obozu harcerskiego.

Uczen:
e odczytuje informacje z tekstu, przetwarza je i prezentuje w zadanej formie,
stosuje w praktyce podstawowe dzialania arytmetyczne, operuje procentami, postuguje
si¢ przyblizeniami i jednostkami miar, oblicza pola figur, stosuje twierdzenie Pitagorasa,
e tworzy sytuacje problemowe — uktada pytania do planu.

Formy pracy: indywidualna i w grupach 4-osobowych
Materialy: zadanie ,,Plan obozu harcerskiego”, karta pracy z naniesionym uktadem wspotrzednych.

Przebieg lekcji:

Nauczyciel Uczen Grupa

rozdaje uczniom materialy: zadanie
,»Plan obozu harcerskiego” i karte pra-
cy z uktadem wspotrzednych

rysuje plan obozu

przekazuje swoja pracg innej
osobie w grupie do sprawdzenia

czuwa nad poprawnos$cig uktadanych uktada pytania, ktore chcialaby
pytan zada¢ innej grupie

prezentuje swoje pytania na tablicy

Pod kierunkiem nauczyciela
uczniowie recenzujg pytania, ktore
beda zestawem zadan na kolejng
lekcje.

Ewaluacja:
Uczniowie odpowiadaja na pytania: Czego nauczylas/e$ si¢ na dzisiejszej lekcji; Co sprawito ci
trudno$¢?
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Zadanie ,,Plan obozu harcerskiego”

Na podstawie zarejestrowanego przebiegu rozmowy telefonicznej miedzy Julka i Filipem, narysuj
plan obozu harcerskiego.

Filip: Cze$¢ Julka! Mam problem. Potrzebuje na jutrzejsza lekcje matematyki plan
obozu, ktory sporzadzaliScie na lekcji. Czy mozesz mi pomoc?

Julka: Oczywiscie! Masz szcze$cie, bo mam go akurat przed soba. Przygotuj karte pra-
cy z narysowanym ukladem wspotrzednych i mozemy zaczyna¢. Jednostka to 0,5 cm.
Filip: Jestem gotowy.

Julka: Oboz ma ksztatt prostokata. Dwa wierzchotki maja wspotrzedne (-10;15)
1 (-10; -15), a pozostale sg symetryczne do nich wzglgdem osi y.

Filip: Mam. Teraz namioty harcerzy. Pamigtam, ze to prostokaty o stosunku bokéw 2:3.
Julka: Dobrze. Namioty harcerzy tworza figure, ktora ma dwie osie symetrii. Jedna
z nich jest 0$ x, a druga to prosta przechodzaca przez punkt (-7,5; 0) i prostopadta
do osi x.

Filip: Podaj mi wspotrzedne srodkowego namiotu, pozostate szes¢ bede wiedzial,
jak narysowac.

Julka: Skup si¢. Wspohrzedne wierzchotkéw przy dluzszym boku to (-6;-1)
1(-9;-1), a odleglos¢ migedzy namiotami to 1 jednostka.

Filip: Mam juz wszystkie namioty. Teraz namiot komendanta.

Julka: Podaje¢ ci wspotrzedne przy krotszym boku (2;11) i (3;14). Wystarczy?
Filip: Nie. Przeciez namiot komendanta jest prostokagtem. Musz¢ mie¢ wspotrzedne
jeszcze dwoch wierzchotkow.

Julka: Podaje ci wspotrzedne kolejnego (8;9), a ostatni to twoje zadanie.

Filip: Ok. Juz mam.

Julka: Teraz kuchnia.

Filip: Mamnotatke.Bedecidyktowat,aty sprawdzaj: (6;-1),(8;-1),(9;-3),(7;-7),(5;-6),
(5;-3), (4;-3) 1 (6;-1). Dobrze?

Julka: Tak. Zostaty ci tylko dwa obiekty w ksztalcie wielokatow. Rysuj plac apelo-
wy. Kwadrat o polu 50 kratek, z masztem w punkcie przecigcia przekatnych (1;2)
1 przekatne rownolegle do osi uktadu wspotrzednych. Masz?

Filip: Tak. Pamictam, ze plac z toaletami przylega do granic obozu. Wspotrzedne
jednego wierzchotka mam, wiec podaj dwa pozostale.

Julka: Zaznaczaj: (-10;13) i (-4;15). Pamigtaj, ze plac z toaletami ma ksztatt trojka-
ta prostokatnego.

Filip: Jasne. Pamigtam droge biegnacg migdzy placem apelowym i kuchnia, ale nie
wiem jak mam jg zaznaczy¢.

Julka: Droga przecina osie uktadu wspotrzednych w punktach (0;-6) i (6;0). Nary-
sowates?

Filip: Tak, ale czego$ mi jeszcze na tym rysunku brakuje.

Julka: Plac na ognisko narysowates$?

Filip: Nie. Podaj wspotrzedne srodka.

Julka: (7;-12) i $rednica 4 jednostki.

Filip: Dzi¢kuje ci. Czes¢!

Julita: Czes¢! Ciesze sie, ze moglam ci pomoc.
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Zadania, ktore mozna zaproponowac¢ uczniom po narysowaniu planu obozu

1. Oblicz, w jakiej skali zostat sporzadzony plan, jezeli rzeczywiste wymiary obozu harcerskie-

go to 60 m x 90 m.

10 cm 15cm 1
Odp.: s = = =—
6000 cm 9000 cm 600
s =1:600

2. Oblicz, ile ar6w zajmuje oboz harcerski.

Odp.: 60m x 90 m = 5400 m?> = 54 a.

3. Oblicz dlugosci bokdéw namiotu komendanta na planie.

Odp.: VI +3% =410 i 24/10.

4. Oblicz rzeczywiste wymiary namiotow harcerskich.

Odp.: 6 mx 9m.

5. Oblicz, ile siatki zuzyto na ogrodzenie obozu. Uwzglednij szeroko$¢ bramy wjazdowej, ktora
wynosi 6 m.

Odp.: 294 m.

6. Oblicz dlugos¢ drogi w obrebie obozu. Wynik podaj z doktadnoscig do 1 m.

Odp.: 81 m.

7. Oblicz, ile metrow tasmy nalezatoby kupié, aby ogrodzi¢ plac apelowy.

Odp.: 2,5v2- 600 = 1500V2 ~ 2121 [cm] 4-2121 = 8484 cm = 84,84 m.

8. Oblicz, ile cm? na planie zajmuje namiot komendanta.

OdpP. = V10 - 2v/10 = 20 j2 20:4 =5 cm?.
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9. Oblicz, jaki procent powierzchni obozu zajmuja wszystkie namioty harcerzy.

7-1,5 cm?
Odp.. ———— ="T%
P 150 cm? 0

10. Co ma wigksze pole: kuchnia czy namiot komendanta?
Odp.: Pola sg réwne.

11. Oblicz, jakim procentem wszystkich wielokatow (na planie) sa obiekty w ksztalcie prosto-
katow.

Odp.: - 100% = 81 =%

12. Oblicz, ile 0sob zmiesci si¢ na placu apelowym, jezeli na jedng osobe przeznaczy si¢ 0,5 m?,
a wokot masztu wydzieli si¢ wolny teren w ksztatcie prostokata o bokach 2 m x 4 m.

Odp.: Dtugos¢ przekatnej na planie = 5 cm; w rzeczywistosci: 5 - 6m = 30 m.

1
Pole placu = > 302 = 450 [m?]

Pole wydzielonego placu = 8 m?
450 m? — 8m? = 442 m?

442 m?:0,5m? = 884 0s6b



KARTA PRACY: PLAN OBOZU HARCERSKIEGO
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PLAN OBOZU HARCERSKIEGO - ROZWIAZANIE ZADANIA
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Autor:

dr hab. Henryk Spustek, nauczyciel-konsultant SO LA
Dolnoslaski Osrodek Doskonalenia Nauczycieli we Wroctawiu DODN i

Matematyka - radosc tworzenia i odkrywania.
Kilka raczej ciekawych przyktadow

Po co ludzie uczq sie matematyki? Zeby uczyé matematyki innych.
Hugo Dionizy Steinhaus

Jak to sig stalo, ze matematyka, produkt mysli ludzkiej, niezalezny
od doswiadczenia, tak wspaniale pasuje do swiata realnego?

Wiekszos¢ nauczycieli traci czas na zadawanie pytan, ktore majg ujawnic to,
czego uczen nie umie, podczas gdy nauczyciel z prawdziwego zdarzenia stara sig
za pomocq pytan ujawnic to, co uczen umie lub czego jest zdolny si¢ nauczyc.
Albert Einstein

Wprowadzenie

Powyzsze cytaty sa nieprzypadkowe. Pochodza one od dwoch wybitnych intelektualistow, mate-
matyka i fizyka, natomiast cytowane mysli odnosza si¢ do matematyki, a raczej sposobu jej naucza-
nia. Uwypuklona zostala istota pracy z uczniem, ktérego przede wszystkim nalezy zachgci¢, a nie
zniecheci¢ do poznawania nowych obszarow wiedzy. Zachgta natomiast tkwi w tym, co nazywamy
rozbudzeniem ciekawosci.

Zaprezentowane ponizej przyktady (poparte zrdédtami pierwotnymi) moga zosta¢ wykorzystane
jako materiat pomocniczy, zarowno do zaj¢¢ przedmiotowych, jak rowniez podczas innych zajeé, np.
kotka zainteresowan lub koniecznos$ci zastgpienia na lekcjach niecobecnego nauczyciela.

Nauczanie matematyki, a zwlaszcza jej zastosowan, jest sprawg bardzo trudng. Na lekcjach mate-
matyki ktadzie si¢ zwykle nacisk na $cisto§¢ wywodow i sformutowan matematycznych. Czesto brak
czasu nie pozwala na szersze potraktowanie praktycznych zastosowan matematyki. Nauczyciele mo-
wig zwykle o nich krétko, bez dyskusji, tak jakby bylo rzeczg bezsprzeczng, ze model matematyczny
odzwierciedla w sposob doskonaty opisywane zjawiska (Hooke, Shaffer, 1969, s. 9). Stad tez w przed-
stawionych przykladach zwrocono uwage na aspekt praktyczny. Tam gdzie to tylko bylo mozliwe
zostaly wskazane zastosowania praktyczne.

Zwykle do rozwigzania zagadnien matematycznych prowadzi wigcej niz jedna droga logicznego
rozumowania. Dlatego tez preferowane przez autora podej$cie do rozwigzywania przedstawionych
problemow i niektore ze stosowanych algorytmow obliczeniowych sa odmienne od typowo stosowa-
nych. Patrzac zatem z perspektywy ucznia, daje to jednoczesnie pole do wtasnych poszukiwan inno-
wacyjnych metod rozwigzywania znanych zagadnien matematycznych. Jednocze$nie bardzo czgsto
uwidaczniajg si¢, poczatkowo ,,ukryte”, a jednak powigzane ze soba zagadnienia omawiane w ramach
poszczegolnych przedmiotoéw Scistych. Bardzo wyraznie widaé to w przypadku fizyki, gdzie model
matematyczny jest szczegdlnie widoczny podczas analizy poszczegdlnych zjawisk fizycznych.

Do przedstawionych tutaj przyktadow odniesiono zrodia pierwotne, wsrdd ktorych prym wioda
artykuty z archiwalnych numeréw miesigcznika matematyczno-fizycznego Delta. Tresci zawarte w ar-

chiwalnych numerach tego czasopisma stanowig kopalni¢ wiedzy i pomystow do wykorzystania w ra-
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mach nauczania przedmiotéw $cistych, w tym matematyki. Autor zacheca potencjalnych czytelnikow
do zapoznania si¢ z tym materialem dostepnym poza postacig tradycyjna (papierowa) rowniez w for-
mie elektroniczne;j'.

W niniejszym artykule zawarto dziesie¢ przyktadow matematycznych. Wykaz przyktadoéw i ich
krotki opis zawiera tabela 1. Natomiast aspekt metodyczny sposobu realizacji materiatu dydaktyczne-
go przedstawionego w tabeli 1, zostal podany w tabeli 2.

Tabela 1. Wykaz i krétki opis zawarto$ci zamieszczonych przykladow

Krétki opis

Przyktad 1. Twierdzenie Talesa i opor
zastgpczy rownolegle potaczonych rezystorow

Konstrukcja geometryczna odcinka, ktorego dtugos¢ jest
réwna wielkosci oporu zastepczego dwoch rezystoréw

o znanej rezystancji. Przyktad, ktory dobitnie pokazuje
praktyczng korelacj¢ matematyki z fizyka.

Przyktad 2. Srednia geometryczna i jej
konstrukcja

Konstrukcja geometryczna odcinka, ktorego dtugos¢ jest
srednig geometryczng dwoch innych odcinkow o danej
dhugosci.

Przyktad 3. Srednia arytmetyczna
i geometryczna w trapezie

Dwie popularne $rednie wyznaczone w trapezie w prosty
Sposob.

Przyktad 4. ,,Zielona fala” w ruchu miejskim

Wyznaczono wartosci dopuszczalnych wartosci predkosci
w postaci ciggu. Podobnie jak w przyktadzie 1, tutaj réwniez
pokazano korelacj¢ matematyki z fizyka.

Przyktad 5. Wcale nietrudne rownanie

Rozwigzanie réwnania zawierajacego skonczony utamek
fancuchowy.

Przyktad 6. Zajmujace utamki tancuchowe

Wprowadzenie do cickawego zagadnienia utamkow
tancuchowych. Pokazano utamki tancuchowe z liczb
wymiernych i niewymiernych.

Przyktad 7. Ulamki tancuchowe
w zastosowaniach praktycznych

Zastosowano utamki fancuchowe w zagadnieniach fizycznych
w przypadku uktadéw elektrycznych zawierajacych
nieskonczong liczbe rezystorow.

Przyktad 8. Utamek tancuchowy i ztoty podziat
odcinka

Pokazano zwigzek utamkow tancuchowych z liczba fi (ztoty
podziat odcinka).

Przyktad 9. Rozwigzanie rownania
kwadratowego — inne spojrzenie

Wskazano na inny sposob rozwigzania rownania
kwadratowego, niewymagajacy jawnego stosowania
wyr6znika delta.

Przyktad 10. Btedy podczas prostych
pomiarow

Pokazano sposob prostego wyznaczenia btedéw popetianych
podczas wykonywania pomiardéw (btedy towarzyszace czterem
podstawowym dziataniom matematycznym).

Zrodlo: opracowanie wiasne

1 https://deltami.edu.pl/numery/ [dostep: 21.01.205)
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Tabela 2. Rado$¢ tworzenia i odkrywania — aspekt metodyczny

Wykonanie
pomiarow

we wlasnym
zakresie,
zwrdcenie uwagi
na popetniany
btad pomiarowy

2 Cele ] Sposoby
Cele ogdlne szczegolowe Rola nauczyciela realizacji celu Prognozowane efekty
Rozwijanie umiej¢tnosci Uczen Dobér tredci Uczen dostrzega
krytycznego i logicznego odczuwa . stopiefn

Ay . nauczania do Karta pracy — . .

myslenia, rozumowania, potrzebe R . skomplikowania
. mozliwosci diagnoza wstgpna .

. poszerzenia uCrniow rozwazanego
argumentowania wiedzy. ) problemu.
i wnioskowania.
S N . . Rozwijanie

prawne wykorzystywanie , umieietnosci
narzedzi matematyki Ucze potrafi o B sze6w /| Uczen potrafi
o : zastosowac : urza mozgow p .

W zyciu codziennym, t logicznego Metoda delficka dostrzec zastosowania
a takze ksztalcenie apara myslenia, praktyczne

o zinatematyczny SZerszego W rozwigzywanym
myslenia , 0 oplls(u spojrzenia na zadaniu
matematycznego-. ZJawisk omawiane Przyktady 1 — 10 matematycznym.

rzeczywistych. zagadnienia
matematyczne.
Rozwijanie nastgpujacych . . .
typow myslenia: Uczen rozumie Wabogacenie Stymulowanie ) ) .

li korelacje¢ . . przez nauczycicla | yczen uzyskuje
ana ltyCZnegO, . K tresci zadania formy dySkqul d iedzi
syntetycznego, logicznego, matematyki o elementy odpowiedzina
Komufacyjnego, zinnymi - f SO0 stawiane pytania
przyczynowo- przedmiotami rzeczywistego. problemowe.
skutkowego, kreatywnego, | (tutaj z fizyka). Przyktady 1 — 10
abstrakcyjnego;
zachowanie ciagtosci Przyktad 1
ksztalcenia ogolnego
rozwija myslenie Eksperymentalne
zardbwno percepcyjne, sprawdzenie
jak i pojeciowe. Synteza wyzZnaczonej
obu typéw my$lenia rezystancji
stanowi podstawe zastepeze)
yjzzrffalgsmnneg" rozwoju Przyklad 4 Rozbudzenie

ciekawosci i checi
Praktyczne do przeprowadzania
sprawdzenie dalszych
o Zachgeta do opinii Damiana cksperymentow.
Uczen dazy empirycznego
do rozwoju sprawdzenia Przykiad 7
wlasnych uzyskanych
zainteresowan. | wynikow Eksperymentalne
rachunkowych. sprawdzenie
uzyskanych Zacheta do
wynikow praktycznego
sprawdzenia rozwigzan
Przykiad 10 teoretycznych.

Uczen rozumie
potrzebeg
wspotpracy

W grupie.

Wskazanie na
istote wspotpracy.

Stawianie pytan
problemowych

Przyktady 1 - 10

Umiejetno$¢ pracy
tworczej w grupie.

Zrodlo: opracowanie wiasne

1 Rozporzdzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 . w sprawie podstawy programowej wychowania przedszkolnego oraz podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego dla szkoty podstawowej,
w tym dla uczniow z niepetnosprawnoscia intelektualng w stopniu umiarkowanym lub znacznym, ksztatcenia ogélnego dla branzowej szkoty | stopnia, ksztatcenia ogdinego dla szkoty specjalne]
przysposabiajace] do pracy oraz ksztatcenia ogolnego dla szkoty policealnej

3 Rozporzadzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 1. w sprawie podstawy programowe] ksztatcenia ogdlnego dla liceum ogélnoksztatccego, technikum oraz branzowej szkoty Il stopnia.
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Przykiad 1
Twierdzenie Talesa i opor zastepczy rownolegle polaczonych rezystorow

Pewien technik w taki oto sposob dobieral rezystory do swoich obwodow elektrycznych, w przy-
padku potaczen rownolegtych.

Na prostej 1 zaznaczat dwa punkty: A i B, w dowolnej odlegtosci od siebie. Wystawial dwie proste
m i n, prostopadle do prostej 1, przechodzace przez punkty A i B. Na prostych m i n odmierzat dwa
odcinki AC 1 BD, ktorych dlugos¢ odpowiada wartosci rezystorow taczonych rownolegle. Nastgpnie,
po polaczeniu punktow B i C oraz A i D, wystawieniu prostej prostopadtej do 1 i przechodzacej przez
punkt F uzyskal odcinek EF, oznaczony symbolem ¢ (rys. 1.1). Dlugos$¢ odcinka ¢, w przekonaniu
naszego znajomego technika, byla réwna rezystancji zastepczej dwoch rezystorow, ktoérych wartosci
reprezentujg odcinki a i b. Zatem technik w szybki sposéb mogt dobiera¢ rezystory do swoich obwo-

dow elektrycznych, bez potrzeby stosowania wzoru znanego z fizyki:

1 1 1

— + (1.1)

R, R R,

gdzie: R, R, —rezystancje pofaczone rownolegle, R — rezystancja zastgpcza.

W zastosowaniach praktycznych wzor (1.1) przeksztalcany jest do postaci:

Rl RZ

R, = (12)

R +R,

D

a F/
. b

A E B

Rys. 1.1. Geometryczne wyznaczanie rezystancji zastepczej.

Zrodlo: opracowanie wiasne

Powstaje zatem pytanie: czy nasz znajomy technik prawidlowo wyznacza rezystancj¢ zastepcza
dwoch rezystorow potaczonych rownolegle?

Okazuje sig, ze tak. Z latwoscig to wykazemy korzystajac z twierdzenia Talesa o podobienstwie
trojkatow. Wprowadzimy dodatkowe oznaczenia, jak na rys. 1.2.
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A L-d E d B

Rys. 1.2. Geometryczne wyznaczanie rezystancji zastepczej c.d.

Zrodlo: opracowanie wiasne

Na podstawie informacji zawartych na rys. 1.2. mozemy napisac:

a C

2= 1.3

Iy (1.3)
oraz

b c
—= 1.4
L L-d ( )

Z proporcji (1.3):

_ad
L

C

(1.5)

Z proporcji (1.4):

Le=b(L-d) (1.6)

bd
= 1.7
o (1.7)

Wstawiajac do zaleznos$ci (1.5) wyrazenie na L z zaleznosci (1.7) otrzymujemy:

L

c= Zj (1.8)
b-c
c= a(bb_c) (1.9)
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bc=ab—-ac (1.10)

ab
a+b

CcC=

(1.11)

Poréwnujac wyrazenia (1.2) 1 (1.11) widzimy, Ze nasz znajomy technik nie popeknit bledu,
uzywajac przedstawionej tutaj metody geometrycznej do obliczania rezystancji zastgpczej obwodow
elektrycznych ztozonych z rezystorow potaczonych rownolegle.

Przyklad 2
Srednia geometryczna i jej konstrukcja

Majac dane dhugosci dwoch odcinkéw @ i b nalezy znalezé odcinek ¢ , ktorego dtugo$é jest sred-
nig geometryczng tych odcinkow.

Krok 1.

Na dowolnej prostej odktadamy dtugosci odcinkow a = AD ib=DB .
Krok 2.

Znajdujemy s$rodek O odcinka AB irysujemy okrag o promieniu O4 .
Krok 3.

Wystawiamy prostg prostopadta do AB przechodzacg przez punkt D.
Odcinek ¢ = CD stanowi poszukiwane rozwigzanie (patrz rys. 2.1).

C
o f
a [
—_—
L b b | a b
' A D 6 B

Rys. 2.1. Konstrukcja geometryczna wyznaczania +/ ab

Zrodto: opracowanie wlasne

Na podstawie rys. 2.1, zauwazajac, ze XACB jest katem prostym (opartym na potokregu) oraz
korzystajac trzykrotnie z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy:
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(a+b) =e*+ f?
e =a’+c (2.1
f2 =b2 _I_CZ

Podstawiajac do rownania pierwszego za e’ i f’ zalezno$ci z réwnania drugiego i trzeciego
w uktadzie (2.1), otrzymujemy:

(a+b)2 =a’+b*+2c
a’+2ab+b* =a’ +b* +2¢°
ab=c
c=+lab (2.2)
Rozpatrzmy teraz przypadek szczegoélny: jeden z odcinkow ma dhugos¢ jednostkowa, np. a =1.

Mozemy wtedy zastosowac przedstawiong wyzej konstrukcje geometryczng do znajdowania odcinka,
ktorego dugos¢ jest rowna pierwiastkowi kwadratowemu dtugosci danego odcinka (rys. 2.2).

Rys. 2.2. Konstrukeja geometryczna wyznaczania \/ d

Zrodlo: opracowanie wiasne

Przyklad 3
Srednia arytmetyczna i geometryczna w trapezie

Srednia arytmetyczna

W trapezie ABCD wykreslono srodkowa EF (odcinek taczacy srodki ramion). Znajac dtugosci pod-
staw trapezu, nalezy znalez¢ dtugos¢ srodkowe;.

Wykonujemy rysunek pomocniczy (patrz rys. 3.1). Wiemy, ze srodkowa w trapezie jest rownolegla
do podstaw trapezu (mozna to wykaza¢ korzystajac z twierdzenia Talesa).
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C b D A a
E ¢ F ‘ E’ ¢ F’
A a B c’ b D’
A
C b D a B
c E’ c
E F
F
A a B b D
C:

Rys. 3.1. Srednia arytmetyczna w trapezie

Zrodlo: opracowanie wlasne

Jak widzimy na podstawie rys. 3.1, trapez ACDB zostal ,,sklejony” z trapezem bedacym jego obra-
zem powstalym w wyniku obrotu o 180° wzgledem $rodka ramienia (Jaszunska, 2005, s.10). W wyni-
ku tego zabiegu otrzymalismy réwnolegtobok ACBD’.

Widzimy, ze: EF'=2c=a+b. Stad juz jasno wynika, ze: ¢ =

Srednia geometryczna

W celu znalezienia odcinka bedgcego $rednig geometryczng dtugosci podstaw trapezu, nalezy po-
dzieli¢ trapez odcinkiem rownolegtym do jego podstaw na dwa trapezy, w taki sposob, aby odpowied-

a+b

nie przekatne obu trapezow byty rownolegte (rys. 3.2).

Rys. 3.2. Srednia arytmetyczna w trapezie*

Zrédlo: opracowano na podstawie: Delta Nr 7/2006, 5.6

4 Bardzo ciekawe artykuty na temat srednich w trapezie mozna znalez¢ w czasopismie Delta: Jaszuriska J, Srednie w trapezie, Delta nr 10/2005, 5. 10: Matkowski J, 0 <rednich w trapezie, Delta nr 7/2006,
5.6, Wizesien A, Jeszcze jedna, Delta Nr 4/2006, . 12.
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SN

Korzystajac z podobienstwa trojkatow mozemy napisac: . 3.1

Q| o
QUlo

Na podstawie proporcji pierwszej z (3.1) mamy: e =% Wstawiajac te zaleznos¢ do proporcji
a

drugiej otrzymujemy:

b _c
de 4
a

ab_c¢
de d

c=ab

Obie Srednie w trapezie
Okazuje si¢, ze w trapezie mozna tez odnalez¢ ciekawa zalezno$¢ pomigdzy Srednig arytmetyczna

1 geometryczng. Tym razem chodzi o pola trojkatow (Wrzesien, 2006, s. 12).

Rys. 3.3. Trapez z podzialem na cztery tréojkaty

Zrédlo: opracowanie wlasne
Pomiedzy wielkosciami pol trojkatow zaznaczonych na rys. 3.3 zachodzi nastepujaca zaleznos¢:

_ S3+S5,4
\/S]_ ) Sz = T

Czytelnik zainteresowany dowodem tej zalezno$ci moze zajrze¢ do archiwalnego numeru czasopi-

sma Delta dostgpnego w wersji elektronicznej na stronie wydawnictwa®.

5 Wrzesien A, Jeszcze jedna, Delta Nr 4/2006'5. 12 dostepny w wersji elektronicznej: https://deltamiedu.pl/2006/4/ [dostep:20.012025]
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Przyklad 4
»Zielona fala” w ruchu miejskim

Damian jest dostawcg pizzy i codziennie jezdzi swoim rowerem po miescie. W calym miescie
funkcjonuje ,,zielona fala”, tzn. Swiatla na wszystkich skrzyzowaniach ustawione sg w taki sposob,
ze umozliwiaja one ptynne poruszanie si¢ samochodéw pomigdzy skrzyzowaniami. Oznacza to, ze
w przypadku wjazdu na dane skrzyzowanie podczas trwania zielonego §wiatla i jazdy z predkoscia 50
km/h, na nastgpnym skrzyzowaniu rowniez natrafimy na zielone $wiatto. Damian uwaza t¢ sytuacj¢
za niesprawiedliwg z uwagi na to, ze jego rower porusza si¢ znacznie wolniej i niestety zmuszony jest
oczekiwac na zielone $wiatlo na poszczegodlnych skrzyzowaniach. Czy Damian ma racj¢ uwazajac, ze
,»zielona fala” dyskryminuje rowerzystow?

W celu uproszczenia obliczefn zatozymy, ze na kazdym skrzyZzowaniu zielone $wiatta w obu kie-
runkach ruchu, na tej samej ulicy, zapalaja si¢ jednoczesnie, a czas przejazdu przez skrzyzowanie

przyjmujemy rowny zeru®.

Rozwigzanie dylematu Damiana sprowadza si¢ do znalezienia odpowiedzi na dwa pytania:

1. Czy istnieje tylko jedna wartos¢ predkosci pojazdu pozwalajaca na skorzystanie z ,,zielonej fali”
w ruchu miejskim?

2. Jesli za§ mozliwe sg inne predkosci, to z jaka predkoscig powinien porusza¢ si¢ Damian na swo-
im rowerze, aby ptynnie przejezdza¢ przez skrzyzowania?

Odpowiedz na pierwsze pytanie znajdziemy analizujac sytuacje, w ktorych mozliwe staje si¢ dotar-
cie do nastepnego skrzyzowania w taki sposob, aby czas ruchu pomiedzy skrzyzowaniami byt zawsze
wielokrotnoscig czasu potrzebnego na przebycie tej drogi przez samochdd jadacy z predkoscig 50

km/h. Istote naszego problemu dobrze ilustruje rys. 4.1.

000 |>»
000 |w

L
- S,=L
- — ) _
c - o s,=3L
— = "~ s =5L
: - o 5T
s, =(n- 1)L

Rys.4.1. Ilustracja ,,zielonej fali” pomiedzy dwoma skrzyzowaniami

Zrodlo: opracowanie wiasne

6 Podobny problem byt rozwazany na tamach jednego z numerdw czasopisma Delta (Makowski A, Zadania, Delta Nr 5/1975, 5. 17). Wykazano, ze istnieje nieskoriczenie wiele wartosci predkosci spetniajacych
warunki przedstawionego zadania.
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Rozwazmy catkowicie teoretycznie nizej opisang sytuacje. Na dane skrzyzowanie wjezdza pojazd
z predkoscia:

¢ Vi dojezdza do nastgpnego skrzyzowania przebywajac odlegtos¢ L;

e 3V, dojezdza do nastgpnego skrzyzowania, zastaje Swiatlo czerwone, zawraca docierajac do
pierwszego skrzyzowania, trafiajgc znowu na §wiatto czerwone, powtornie zawraca i tym razem trafia
juz na $wiatto zielone, przebywajac droge 3L.

Uogolniajac, wjazd z predkoscia ( 2n— 1) V', umozliwia skorzystanie z ,,zielonej fali” po przebyciu
drogi (2n —1)L, gdzien=1, 2, 3, ... (patrz rys. 4.1). Oczywiscie sytuacja ta nie jest mozliwa w rze-
czywisto$ci, ale mozemy nasze rozumowanie nieco zmodyfikowaé. Na nasze skrzyzowanie wjezdzaja
dwa pojazdy: jeden z predkoscia % , a drugi z predkoscia V. Pierwszy pojazd trafia na ,,zielong falg”,
a drugi zas$, aby przejecha¢ na zielonym $wietle, musi zawrdci¢ i po powtornej zmianie kierunku ruchu
wjezdza na skrzyzowanie razem z pojazdem pierwszym. Widzimy zatem, ze predkosci zapewniajg-
cych skorzystanie z ,,zielonej fali” jest nieskonczenie wiele. Wazne jest, aby spetniona byta zaleznos¢:

4
"o2n+l’

gdzie ne N 4.1)
Zatem dla kolejnych n mamy:

« V, =V =50km/h;

Widzimy zatem, ze Daman, podrézujac po miescie rowerem, nie jest dyskryminowany na skrzyzo-
waniach objetych ,,zielong falg”. Rowniez pieszy, poruszajac si¢ z predkoscia ok. 4,5 km/h, trafia na
»zielong fale” na kolejnych skrzyzowaniach. Mato tego, okazuje si¢, ze rownie dobrze poradzi sobie
z6tw 1 $limak. Pierwszy porusza si¢ z predkoscia ok. 20 mm/s (70 m/h = 0,07 km/h), a $§limak ok. 1,5
mm/s (5,5 m/h = 0,005 km/h)’.

Przyklad 5
Woecale nietrudne réwnanie

Rozwiagz rownanie:

1

1+;
1
I+
1
I+
I+
X

3=

7Damian, bohater naszego przykfadu, wystepuje tez w roli rowerzysty rekordzisty’, ktdry prebuje dokona rzeczy niemozliwej. Zainteresowany czytelnik powinien zajizec do : Spustek H, Damian, jego
rower i zaskakujace wyniki w zadaniach z fizyki, Skrypty Belfra Nr 73/2024. https://dodn dolnyslask pl/materialy/skryptybelfra/SkiBNr73a pdf [dostep:20.01.2025]
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Zaktadamy, ze x #0, i kolejno przeksztatcamy prawg strong réwnania, poruszajac si¢ ,,w gore”.
Rozpoczynamy od sprowadzenia do wspdlnego mianownika wyrazenia:

1 1 x 2x+1 s
1+ =1+ =1+ = , przy zatozeniu, ze: x #—1.
1 1 x+1 x+1 x+1
+i -
x x

Przeksztalcajac dalej otrzymujemy:

1 x+1  3x+2

1+ =1+ =
2x+1 2x+1  2x+1
x+1

, przy zalozeniu, ze: x # 5

L, 2x+l_5x+3

+ =1+ =
3x+2 3x+2 3x+2
2x+1

1 , przy zalozeniu, ze: x #——.

Pozostaje nam zatem rozwigza¢ rGwnanie w postaci:

3x+2 S 3

3= , przy zalozeniu, ze: x #——.
5x+3

3x+2_3:0

5x+3

3x+2-3(5x+3

$+2-3(5x43) _12x-7=0 x=—"l
5x+3 12

Przyklad 6

Zajmujace ulamki lancuchowe

Pojecie utamka tancuchowego pochodzi od greckiego matematyka Teajtetosa (410 — 368 p.n.e.),
ktéry byt uczniem Platona. Glownym powodem powstania utamkéw tancuchowych stat si¢ problem
z zagadnieniem niewymiernosci. Z biegiem czasu i rozwoju matematyki, utamki tancuchowe stracity
w arytmetyce na waznos$ci. Niemniej jednak trzeba stwierdzi¢, ze doktadnos¢ przyblizen liczb niewy-
miernych oferowana przez ulamki fancuchowe jest wyzsza od doktadnos$ci przyblizen dziesietnych.

Na poczatek powiedzmy kilka stéw o lancuchowej reprezentacji liczb. Reprezentacja dowolnej
liczby a w postaci utamka tancuchowego ma nastgpujacg postac:

a=a+———— (6.1)
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gdzie a,,a,,a,,... sa ciagiem dodatnich liczb calkowitych, zwanych widmem liczby a .

Jezeli a<1, to a,=0. Wygodnie jest zapisa¢ reprezentacj¢ utamka tancuchowego w postaci:

[01,02,03,- . ] . Oczywiscie a jest liczbg wymierna, jesli proces rozwijania jej do postaci fancuchowe;j

jest skonczony, tj. widmo jest skonczone. Twierdzenie odwrotne rowniez jest prawdziwe.

Liczbe wymierna:

=[a,,a,,a;,...,a, ,a,]

> n=1°>"n

a,+ L (6.2)

1
an—l +—
a

nazywa si¢ n-tym przyblizeniem a (Small, Hosack, 1995, s.130).
Skoro wiemy, na czym polega tancuchowa reprezentacja liczb, to sprébujmy zapisa¢ w tej repre-
7

zentacji liczb¢ wymierna, np. 5 :

. o 7 . : .
Otrzymali$my reprezentacje liczby 5 w postaci utamka tancuchowego, co mozemy zapisac krocej,
uzywajac wprowadzonego wyzej pojecia widma, tj. w postaci: [1, 2, 2].
P6jdzmy teraz w drugg strone: majac dane widmo utamka tancuchowego danej liczby a , znajdzmy

te liczbe. Niech widmem tym bedzie: [l, 2,3, 2] . Wowczas:

1 1 7 23
a=1+ I =1+ 2:1+—:—.
2+ —— 2+; 16 16

3+l
2

Skoro tak dobrze nam idzie, to jak si¢ bedzie miala sprawa z liczbg niewymierng? W jaki sposob
znalez¢ widmo utamka tancuchowego liczby niewymierne;j?

Zauwazmy, ze dla danej liczby a zachodzi zalezno$¢:
a:[a]+(a—[a]), (6.3)
gdzie [a] jest czescig catkowita liczby a.

Zatem przeksztatcajac dalej mamy:
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a —1[a] _L —l[a]}

Teraz juz powinniSmy umie¢ przedstawi¢ liczbe¢ niewymierng w postaci ulamka tancuchowego.

Przedstawmy w postaci utamka tancuchowego liczbg a = NCR

\/5 ~1,73... , zatem cz¢$¢ catkowita \/§ wynosi 1, co zapisujemy w nastepujacy sposob: |:\/§ ] =1

Zgodnie z zalezno$cig (6.3) napiszemy:

=[V3]+(V3-[V3])=1+(\3-1)=1+ bt

J3+1

Z kolei liczbe niewymierng , Wystepujacg w mianowniku w utamku wyzej, mozna przed-

stawi¢ nastepujaco:

-1=1+ =1+ =1+ =1+
2 2 2 2

\B+1_[\/§+1} \B+1{\/§+1} 341 J-1 1 1 1
- 2 2 2 2(V3+1) Bl

Nastepnie:

\/§+1=|:\/§+1]+(\/§+1—|:\/§+1j|)=2+\/§—1=2+ ! =2+ !

. . . . 3+1 . . . .
Zauwazamy, ze ulamek niewymierny — byt juz rozpatrywany wyzej, zatem sytuacja bedzie
si¢ okresowo powtarza¢. Wobec tego \/g mozemy przedstawi¢ w postaci nieskonczonego utamka

tancuchowego w nastepujacy sposob:
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2+
1+i

Wynik mozemy zapisac krocej, w postaci widma: [1,1,2,1,. . ] )

Zaprezentowany tutaj tok postgpowania mozna wykorzysta¢ do budowy stosownego algorytmu
w taki sposob, aby mozliwym stalo si¢ wygenerowanie przez komputer postaci tancuchowej dowolne;j
liczby niewymiernej (Spustek, 2000, s. 69).

Przy znajdowaniu reprezentacji wybranych liczb niewymiernych w postaci utamka tancuchowego,

przydatne jest nizej podane twierdzenie Eulera. Twierdzenie to znacznie upraszcza obliczenia.
Twierdzenie Eulera
Niech n bedzie liczba catkowita dodatnig. Wowczas reprezentacja m w postaci utamka tan-
cuchowego jest nastepujace widmo [n,2n,2n,2n,. . ] .

Teraz z tatwoscig rozwiniemy, np. \/E , \/g , \/E ,itd. ...

J2=A141 =

2+ !
1
2+ I
2+—
f 1+2% = ;
1
4+
1
4+ 1
4+ —
N VR -
6+
6+ I
1

6+—

Nadszed! czas na aspekt praktyczny utamkéw tancuchowych: po co nam utamki fancuchowe? Czy
s jakie$ zastosowania tych utamkow, inne od czysto matematycznych potyczek? Odpowiedz jest
twierdzaca: Tak, oczywiscie sa.

Dobrym przyktadem jest wyznaczanie rezystancji zastepczej obwodu sktadajacego si¢ z nieskon-
czongj liczby rezystorow, co jest tematem przyktadu siddmego®.

8 Materiaty na ten temat znajdziemy w archiwalnych czasopismach miesiecznika Delta, gdzie poruszany jest problem wyznaczania oporu zastepczego symetrycznych uktaddw elektrycznych, skfada-
Jacych sie ze skoriczone] i nieskoniczone] liczby rezystoraw: (zuchry, £, Zadanie F 575, Delta Nr 7/2002 s. 6; Czuchry, £, Elektryczne ukfady samopodobne, Delta Nr 2/2003, 5. 4 Gzuchry, £, Teoria liczb a opor
zastepczy, Delta Nr 7/2006, 5. 8-9.
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Przyklad 7
Ulamki lancuchowe w zastosowaniach praktycznych

Dany jest nieskoficzony uktad rezystorow tworzacych obwdd elektryczny (rys. 7.1). Nalezy znalez¢
opor zastepcezy tego uktadu pomigdzy punktami A i B.

A 0—

Bo

Rys. 7.1. Obwod elektryczny zawierajacy nieskonczona liczbe rezystorow

Zrodlo: opracowanie wiasne

Popatrzymy na uktad w taki sposob, jak to znajdujemy w podrgcznikach do fizyki (Jedrzejewski,
1988, s. 241).

Przypomnijmy:

e W przypadku polaczenia szeregowego n - rezystorow, opor zastgpczy R catego obwodu jest

roéwny sumie rezystancji poszczegdlnych rezystorow:
R =R +R,+R,+...+R . (7.1)

e W przypadku potaczenia rownoleglego n - rezystoréw, odwrotno$¢ oporu zastgpczego R,
catego obwodu jest rowna:
1 1

—=—+L+L+...+i (7.2)
R, R R, R R

n

W przypadku potgczenia dwoch rezystorow, praktycznie tatwiej jest stosowac wzor:

__RR,

= 7.3
R +R, (73)

Z

Kluczowe dla rozwigzania naszego zadania jest nastepujgce stwierdzenie:

Poniewaz przedstawiony ukltad sktada si¢ z rezystorow zgromadzonych w nieskonczonej liczbie
identycznych oczek (tak, jak pokazano na rys. 7.1), to dodanie do tego uktadu skonczonej liczby takich

samych oczek nie zmienia rezystanciji zastepczej tego ukladu.

RR

Z

R+R,

Biorac pod uwagg powyzsze stwierdzenie, mozemy napisa¢: R, = R+
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Rozwigzujac powyzsze réwnanie otrzymujemy zalezno$¢ na opdr zastepczy naszego uktadu rezy-
storow:

RZ:%R(H\E):H\ER.

2

Teraz czas na utamek fancuchowy. Wspotczynnik stojacy przy R przedstawimy w utamka tancu-
chowego.

W mysl tego, co powiedzieliSmy w przyktadzie 6 o widmie utamka tafhcuchowego liczby niewy-

14+/5 ={1+\/§}L(1+\/§_[1+\/§D
5 .

miernej, mozemy napisac:

2 2 2

1+\/§
2

Widzimy, ze:
2 2 2

}:1 - 1+\/§{1+\/§} 1+\/§_1:\/§—1
) :

Zate

m 1+\/§:1+\/§_1 =1+ 1
2 2 2

Z kolei: 2 =1+

1
-1 2(\5+1) 1445
()

W efekcie otrzymujemy:

1+45 1 1

1+ =1+ ——-
2 1 1
1+ \/_ 1+ 1
1+4/5 1+—
2

Widzimy, ze opor zastgpczy naszego uktadu rezystor6w mozna przedstawi¢ za pomocg nieskonczo-
nego utamka tancuchowego, jako:

R=rE gl | (7.4)
z 7 1
1

1+
I+—

Rozwazmy teraz uklad rezystorow przedstawiony na rys. 7.2. Opor zastgpczy tego uktadu, obliczo-

ny analogicznie jak wyzej, wynosi:

R =R(1+3).
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A o

R R R

R R R
B o—]

Rys. 7.2. Nieskonczony obwod elektryczny

Zrodlo: opracowanie wiasne

Zapisujac \/5 w postaci utamka tancuchowego, rozwigzanie przyjmuje postac:

R =R|1l+——M—|. (7.5)
l+——
2+

1+—

Przyklad 8
Ulamek lancuchowy i zloty podzial odcinka
Liczba w nawiasie, ktorg otrzymalismy w zalezno$ci 7.4 (przyktad 7), jest tzw. ztotg liczba fi.

go:1+—1 (8.1)
l+——
1
1+ I
I+—

Utamek tancuchowy (8.1) daje kolejne przyblizenia liczby fi. Liczba ta w zapisie dziesi¢tnym wy-
nosi: 1,618 ....

Ztoty podziat odcinka polega na takim jego podzieleniu na dwie czesci, aby stosunek dlugosci
catego odcinka do dtugosci dtuzszej czesci odcinka byt rowny stosunkowi dtugosci dhuzszej czesci
odcinka do cze¢sci krotszej (rys. 8.1).

Rys. 8.1. Podzial odcinka na dwie czeSci

Zrodlo: opracowanie wiasne
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Stad: .y(x + y) =x’ Przeksztalcajac dalej, otrzymujemy zalezno$¢ pomiedzy dtugosciag dluzszej i

krétszej czesci odeinka: X - Xy — y2 =0. (8.2)
Wstawiajagc x =1 do zaleznosci (8.2) otrzymujemy: Y +y-1=0.(8.3)
. . o J5-1
Bioragc pod uwage dodatnie rozwigzanie rownania (8.3) mamy: y = —

1 2(V5+1) R 1

= =1+

; \/g—lz(x/g—l)(\/gﬂ) 2 1+ 1 '

Stad: Q=

Tak oto, w efekcie koncowym otrzymalis§my reprezentacje ztotej liczby fi w postaci utamka tancu-
chowego. Oczywiscie, zloty podziat odcinka mozna stosowaé w nieskonczonosc.
Zobaczmy jaki bedzie wynik naszych rozwazan, jezeli do zaleznosci (8.2) podstawimy x =2.

Otrzymamy wowczas: > +2y—-4=0.

2 5+l 1

X

Stqd:yzx/g—l oraz — = = 1+ .

y os-12 R
1

1+l

1+

Otrzymali$my, zgodnie z oczekiwaniem, ztota liczbe fi.

Przyklad 9

Rozwigzanie r0wnania kwadratowego — inne spojrzenie

Rozwigzemy rownanie kwadratowe bez uzycia standardowo stosowanych wzorow zawierajacych
pojecie delty”.

Rozpatrzmy przykladowe rownanie kwadratowe: 2x”* —3x+1=0.

9 (elowos¢ wprowadzania ,na site” delty, czyli wyrdznika rownania kwadratowego, stusznie poddano pod watpliwosc w czasopismie Delta Nr 2/1997 5. 8. Okazuje sie, ze nie ma potrzeby pamietania wzoru
na delte w postaci-,delta rowna sie be kwadrat mniej cztery ace”. Mato tego, wzor ten funkejonuje tylko w nielicznych krajach, w tym w Polsce. Wprawdszie nie jest to nic zdroznego, ale warto pokazac
inne podejscie do zagadnienia rozwigzywania rownan kwadratowych.
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Krok 1. Dzielimy réwnanie stronami przez 2, aby wspolczynnik stojacy przy x* byt rowny 1.

x’ —§x+l:0.
2 2

Krok 2. Dodajemy i odejmujemy od lewej strony réwnania kwadrat potowy wspotczynnika stoja-
cego przy X w naszym roéwnaniu, otrzymujac:

Otrzymali$my iloczyn dwoch wyrazen liniowych 1 stad otrzymujemy dwa rozwigzania naszego
roOwnania kwadratowego: 11 1/2.

RozwigzalisSmy réwnanie kwadratowe, nie uzywajac w sposob jawny pojecia wyroznika. Trzeba tu
jeszcze dodac, ze w przypadku, gdy w kroku w kroku trzecim otrzymamy sume, ktorej drugi sktadnik
bedzie rozny od zera, rOwnanie kwadratowe nie bgdzie miato rozwigzania. ,,Ominigcie” delty jest tu
oczywiscie pozorne, bo pojawia si¢ ona w toku rozwigzania w sposob niezauwazalny. Powinni$my to
zauwazy¢, wykonujac cztery powyzsze kroki i postugujac si¢ symbolami, nie za$ konkretnymi licz-
bami.

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe: ax” +bx+c=0.

Krok 1. Dzielimy réwnanie stronami przez a (przy zatozeniu a # 0)
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b c
¥ +=x+—=0.
a a

Krok 2. Dodajemy i odejmujemy od lewej strony réwnania kwadrat potowy wspotczynnika stoja-
Cego przy X w naszym rownaniu, otrzymujac:

b (bY (bY
x’ +—x+(—j —(—j +£=0.
a 2a 2a a
Krok 3. Grupujac w powyzszym réwnaniu trzy pierwsze wyrazy, mamy:

(o) 3+
x+— | —-| — | +—=0.
2a 2a a

Przeksztatcamy dale;j:

bY B dac
X+— ——2+—2=O
4da° 4a

2 2
b JA o losenin. 20 A0
Podstawiajac: A = b? - 4ac, mamy: | * + 2) l2a ] przy zaiozeniu, ze A = U.

Krok 4. Teraz nalezy zastosowa¢ wzor na roznice kwadratow.

[x+i+£J£x+i—£j:0
2

2a 2a

Otrzymujemy znane nam wzory:

b -b-
xl ==

2a 2a

b b+
xl =——d =

2a 2a

Widzimy, ze w toku procesu rozwigzywania naszego zadania delta nadal funkcjonuje, a jednak
w przedstawionym wyzej wariancie rozwigzania nie ma potrzeby pamie¢tania zarowno wzoru mate-
matycznego opisujacego wyrdznik rownania kwadratowego, jak rowniez wzorow koncowych opisu-
jacych rozwigzanie. W zasadzie jedyng rzecza, jakg nalezy zapamigtac, aby rozwigza¢ dane rownanie
kwadratowe, jest reguta zawarta w pierwszych dwoch krokach przedstawionego wyzej algorytmu, tzn.
nalezy zadbac¢, aby:

e wspblczynnik stojacy przy x° byt rowny 1;

e dodac i odja¢ od lewej strony rownania kwadrat potowy wspotczynnika stojacego przy x.

Dalej mamy juz tylko zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia.
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Przyktlad 10

Bledy podczas prostych pomiarow (Spustek, 2012, s. 11-14).

Rozpatrzmy nastgpujacy problem. JesteSmy w posiadaniu prostokatnego stolu o wymiarach:
x =140 cm oraz y =80cm (rys. 10.1). Dysponujemy miarka umozliwiajaca pomiar dtugosci z do-
ktadno$cig do 1 mm. Chcemy okresli¢ btad bezwzgledny, btad wzgledny oraz btad wzgledny procen-
towy, jaki popelnimy podczas:

a) wyznaczenia obwodu stotu;

b) wyznaczenia pola powierzchni stotu;

c) obliczenia réznicy dtugosci bokow stotu;

d) obliczenia stosunku dtugosci bokow stotu.

0

S=xX-y. y=80cm

77

X =140 cm

Rys. 10.1. Prostokatny sto6t

Zrodlo: opracowanie wiasne

Na poczatek, zanim rozwigzemy nasz problem, okreslimy bledy czterech podstawowych dziatan
arytmetycznych (dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia).

Dane sg wielkosci x i y oraz bledy bezwzgledne Ax 1 Ay, z jakimi zostaly te wielkosci wy-
znaczone. Poszukujemy bledu wzglednego wielkosci z bedacej kolejno: sumg, r6éznicg, iloczynem
i ilorazem wielkosci x 1 y.

Minimalne i maksymalne warto$ci wielko$ci x 1 y wynosza:

X =x—Ax,x  =x+Ax,

Vin =V =AY, Vix =V HAY.

Btad bezwzgledny szukanej wielkosci z wynosi: Az = @, za$ btad wzgledny dany jest

wyrazeniem: ¢ =—. Jak widzimy, wzgledny btad pomiaru jest stosunkiem btgdu bezwzglednego do

z
wielkos$ci mierzonej. Natomiast btad wzgledny procentowy okreslony jest wzorem: o,, =—-100%.
z

e Dzialanie dodawania
z=x+Yy
Zadajemy sobie pytanie: kiedy suma dwdch wielkosci jest maksymalna a kiedy minimalna?
Odpowiedz jest prosta: suma dwoch sktadnikow ma warto$§¢ maksymalna wtedy, gdy oba sktadniki
sumy majg warto§¢ maksymalng. Podobnie, suma dwdch sktadnikow ma wartos¢ minimalng wtedy,

gdy oba sktadniki sumy majg warto§¢ minimalng. Wynik naszego rozumowania zapisano ponizej.

max

Zoox = Xmax T Vinax :x+Ax+y+Ay:x+y+(Ax+Ay)
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Zoo =X Yo :x—Ax+y—Ay:x+y—(Ax+Ay)

AZ: max;Zmin :Ax+Ay

Az Z —Zyn _ Ax+Ay

5 - — max min

z 2z X+y

e Dziatanie odejmowania

Z=XxX-Yy

Podobnie jak przy dodawaniu, w przypadku dziatania odejmowania powiemy, ze roznica dwoch
wielko$ci ma warto$¢ maksymalng, gdy od warto$ci maksymalnej pierwszej wielkosci odejmiemy
warto$¢ minimalng wielkos$ci drugiej. Natomiast réznica dwoch wielkosci ma warto$¢ minimalng, gdy
od minimalnej warto$ci wielkosci pierwszej odejmiemy wartos¢ maksymalng wielkosci drugiej, co

zapisano ponizej.

Zoox = X ~ Vinin :x+Ax—(y—Ay)=x—y+(Ax+Ay)

max

Zmin :xmin_ymax :x—Ax—(y+Ay)=x—y—(AX+Ay)
AZ:Zmax_Zmin :Ax+Ay

2
5:£:Zmax_zmin :Ax+Ay

z 2z xX—-y

Uwaga: widzimy, ze podczas naszych pomiaréw, wykonujac zar6wno dziatanie dodawania, jak
1 odejmowania, popetniony btad bezwzgledny i wzgledny jest taki sam.
Analogicznie do rozumowania przeprowadzonego w przypadku okreslania btedow dziatan: doda-

wania 1 odejmowania, uzyskamy stosowne zaleznos$ci dla dziatah: mnozenia i dzielenia.

e Dziatanie mnozenia
z=Xy

Z ok = Xonax Yonax = (x+Ax)(y+Ay) =Xy + xAy + yAx + AxAy

Zmin :xminymin :(X_AX)(y_Ay):xy_XAy—yAx+AXAy

-z Az -z Ay + yAx
AZ — Zmax me - xAy + yAx 5 [ Zmax me — x y y
2 z 2z xy
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e Duzialanie dzielenia

X
z=—
y
X X+Ax
Zmax_ =
Voin V=AY
‘xmin X—AX'
Ziin = -
Vmx  VHAY
AZ_zmax—zmin _l[x+Ax_x—ij_xAy+yAx
2 2\y-4Ay y+Ay) Y —(Ay)
5_£_Zmax_zm _(XAy_'_yAx)y
z

Majac na uwadze powyzsze rozwazania mozemy obliczy¢ wszystkie wielkosci, ktore chcielismy

wyznaczy¢ w naszym przykladzie.

Wyniki pomiaru:
a) obwodu stotu:

2-(x+)=2(1400+800) mm=*4-1 mm=4400 mm+4 mm.

4 1
Blad b led i 4 mm, blad wzgledny: 6 =——=——%9,09-10,
Q ezwzge; Ily WyﬂOSl m q wzgq y 4400 1100

1
blad wzgledny procentowy: J,, = ﬁ% ~0,091%.

b) pola powierzchni stotu:

x-y=1400-800+(1400-1+800-1) mm* =112-10* £2200 mm”.

Btad bezwzgledny wynosi 2200 mm?, blad wzgledny: o = 1122201(2) = (1’1222 ~19,64-107,
btad wzgledny procentowy: 6, = 0,2%. '
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¢) roznica dlugosci bokow stotu:

x—y=(1400-800) mm+2-1 mm=600 mm+2 mm.

2 1
Btad bezwzgledn nosi 2 mm, btad wzgledny: § =——=——=~33-10"",
3 gledny wy 9 gledny 500 300

btad wzgledny procentowy: J,, = %% ~0,33%.

d) stosunek dtugosci bokow stotu:

_ 1400 N (1400-1+800-1)-800

2o ~1,75+0,002.
y 800 (8007 —1%)-1400

2
Btad bezwzgledny wynosi 0,2 za$ btad wzgledny: 6 = 01’ (;(;

>

ny procentowy: 0,, =0,11%.

~1,14-107, natomiast blad wzgled-
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W ramach zakonczenia

Przyklady przedstawione w artykule sa zrdznicowane zardéwno tematycznie, jak rowniez pod
wzgledem stopnia trudnosci. Wiemy przeciez, ze zadania matematyczne sg bardzo réznorodne. Wsrdd
tej r6znorodnosci zadan matematycznych wystepuja zadania typowe, zadania absolutnie nietypowe,
zadania o charakterze subiektywnie tworczym, zadania ,,z niespodzianka” i inne (Pruski, 1984, s. 19-
26). W podanych przyktadach odnajdziemy przedstawicieli tych gatunkéw zadan. To, czy zadanie
ma charakter tworczy, zalezy od subiektywnego odczucia ucznia popartego jego zasobem wiedzy.
Podobnie jest w przypadku zadania ,,z niespodzianka”. Rzekoma niespodzianka nig jest lub nie, to
réwniez jest uzaleznione od tego, czy w typowym zadaniu, ktérego tre$s¢ wydaje si¢ by¢ standardowa,
uczen napotka na przeszkode lub odkryje co$, czego poczatkowo si¢ nie spodziewat (dylemat Damiana
w przyktadzie 4 — ,,Zielona fala” w ruchu miejskim). Jakby za$ nie bylo, warto jest wskazywac na za-
dania inne niz typowe. Zadania te zwykle sa ciekawsze, a przede wszystkim maja przetozenie na prak-
tyke. Pamigtajmy rowniez o tym, ze wyksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia jest wartoscia
nadrzedng w procesie nauczania przedmiotow $cistych (nie tylko matematyki). Umiej¢tnosé te uczen
pozyskuje migdzy innymi dzigki analizie problemow interdyscyplinarnych. Dzieje si¢ tak dlatego, ze

problemy te sg ciekawe i czgsto prowadza do nieoczekiwanych wnioskow.

Tak jak zaczelismy, zakonczymy rowniez cytatem:
Mowisz mi, ze to Twoj uczen i ze ... odrzucit Ciebie,
1 co z tego? - Jest przeciez Twym nauczycielem!
Aja?, - pytasz ...,

Coz, jestes jego mistrzem!

Andrzej Goralski'®

10 Pruskit., (1984) 0 metodzie nauczania rozwigzywania zadan matematycznych [w: Goralski A. (red.), Zadanie, metoda, rozwigzanie, Warszawa: Wydawnictwo Naukowo-Techniczne.
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Rozporzadzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. w sprawie podstawy programowej wycho-
wania przedszkolnego oraz podstawy programowej ksztatcenia ogdlnego dla szkoty podstawowej, w tym
dla uczniéw z niepetnosprawnoscia intelektualng w stopniu umiarkowanym lub znacznym, ksztatcenia
ogo6lnego dla branzowej szkoty I stopnia, ksztatcenia ogolnego dla szkoty specjalnej przysposabiajacej do
pracy oraz ksztatcenia og6lnego dla szkoty policealne;.

Rozporzadzenie Ministra Edukacji z dnia 28 czerwca 2024 r. w sprawie podstawy programowej ksztatce-
nia ogdlnego dla liceum ogolnoksztatcacego, technikum oraz branzowej szkoty II stopnia.






